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Vorwort 



Die Vorlesungen über die Yektorenrechnung sind an der 
Technischen Hochschule zu Charlottenburg in der Zeit vom Sommer- 
Semester 1902 zum Wintersemester 1904/05 vor einem Auditorium 
gehalten worden, das sich aus Studenten der Technischen Hoch- 
schule tmd der Universität sowie aus Oberlehrern und Ingenieuren 
zusammensetzte. Es geschah zum erstenmal, daß an einer Berliner 
und, von wenigen Ausnahmen abgesehen, überhaupt an einer deutschen 
Hochschule den Yektormethoden ein besonderes Kolleg gewidmet 
wurde. Es hängt diese Erscheinung mit dem ablehnenden Stand- 
punkt zusammen, den allererste Mathematiker bis in die neueste Zeit 
hinein der Yektoranalysis gegenüber eingenommen haben. Ist es 
ja überhaupt noch nicht lange her, daß die mathematische Welt 
den neuen Methoden ihre Aufinerksamkeit geschenkt hat. Aller- 
dings „verhält es sich mit allen solchen neuen Calculs so, daß man 
durch sie nichts leisten kann, was nicht auch ohne sie zu leisten 
wäre; der Vorteil ist aber der, daß, wenn ein solcher Oalcul dem 
innersten Wesen vielfach vorkommender Bedürftiisse correspondirt, 
jeder, der sich ihn ganz angeeignet hat, auch ohne die gleichsam 
unbewußten Inspirationen des Genies, die niemand erzwingen kann, 
die dahin gehörigen Aufgaben lösen, ja selbst in so verwickelten 
Fällen gleichsam mechanisch lösen kann, wo ohne eine solche 
Hülfe auch das Genie ohnmächtig wird. So ist es mit der Er- 
findung der Buchstabenrechnung überhaupt; so mit der DüQferential- 
rechnung gewesen. Es werden durch solche Conceptionen unzählige 
Aufgaben, die sonst vereinzelt stehen, und jedesmal neue E£forts 
des Erfindungsgeistes erfordern, gleichsam zu einem organischen 
Eeiche". Diese Worte, welche Gauß 1843 in einem Briefe an 
Schumacher schrieb, als ihm der baryzentrische Kalkül von 
F. Möbius zur Beurteilung vorgelegt wurde ^), finden auch auf 
die Vektoranal jsis, als deren Vater Ferdinand Möbius angesehen 
werden kann, Anwendung und hätten „dem von der Gedanken- 
ökonomie geforderten Instrument" schon früher die Aufmerksam- 
keit der Mathematiker zuwenden sollen. 

Indessen scheinen erst die Erfolge, welche die Vektormethoden 
neuerdings in der Elektronentheorie und in der Frage einer elektro- 

1) Vffl. auch das Vorwort, welches Study seiner Geometrie der 
Dynamen ^jeipzig 1903, B. G. Teubner) vorausgeschickt hat, sowie seine 
Bemerkungen auf S. 596. 
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magnetischen Begründung der Mechanik errungen haben, hierin 
Wandel geschaffen zu haben. 

Die Tatsache, daß die mathematische Welt der Ve^ranalysis 
nur zögernd Existenzberechtigung zuerkannt hat, ist u. a. durch die 
Zweiteilung in deren historischer Entwickelung verschuldet, welche 
mit den Namen Graßmann und Hamilton verknüpft ist. 

Während Hamilton das Produkt zweier Vektoren sofort 
wieder durch den zugehörigen Vektor ersetzt, führt Graßmann 
den selbständigen Begriff der Plangröße, des Bivektors, ein und 
baut, in weiterem Verfolg dieses Gedankens, sein System auf dem 
Begriff der Dimension oder, wie er sagt, der Stufe auf. Begnügt 
sich Hamilton mit dem Begriff des freien Vektors, so muß 
Graßmann naturgemäß neben dem freien den gebundenen Vektor 
unterscheiden. Wenn demnach die Hamiltonsche Ausbildung der 
Vektoranalysis auf den ersten Blick sehr viel einfacher erscheint, 
so muß doch hervorgehoben werden, daß die Entwickelung der 
Hamiltonschen Vektoranalysis zu Eonzessionen nach der anderen 
Bichtung hin gedrängt hat. Schon Maxwell erkannte, daß es 
wünschenswert sei, zwei Arten von Vektoren zu unterscheiden, die 
translatorischen und die rotatorischen oder, wie man heute sagt, die 
polaren und die axialen Vektoren, als deren typische Eepräsentimten 
die vektorielle Verrückung und das Vektorprodukt zweier solcher 
Verrückungen anzusehen sind. Und weiter ist zu bemerken, daß 
die geringere Einfachheit des Graßmannschen Kalküls durch den 
größeren Umfang seines Anwendungsgebietes ausgeglichen wird. 
Wenn Herr Prandtl in einer Entgegnung auf einen Aufsatz des 
Herrn Mehmke die beiden Bichtungen als geometrische und physi- 
kalische unterscheidet, so ist dieser Bezeichnung in dem Sinne zu- 
zustinmien, daß die von Hamilton-Heaviside inaugurierte Bich- 
tung in ihrer Anwendung vorzugsweise auf die Physik beschränkt, 
auf geometrische Probleme nur in geringem Umfange anwendbar 
ist, da sie für das Dualitätsprinzip keinen Platz hat. Dahingegen 
läßt die von Graßmann begründete Bichtung Anwendungen auf 
die Geometrie im weitesten Sinne des Wortes wie auch auf die 
mathematische Physik zu. 

Der Zweck meiner Vorlesungen war nun der, die Studenten mit 
dem fundamentalen Begriff des Vektors vertraut zu machen und die 
vielseitige Verwendbarkeit desselben in den Gebieten der Geometrie, 
Statik, Kinematik, der Kinetik und der mathematischen Physik 
aufzudecken, insbesondere darzulegen, wie man aus einer einzigen 
Vektorformel bloß durch verschiedene Deutung zu neuen Sätzen 
in verschiedenen Gebieten gelangen kann. Hiermit war von vom- 
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herein die Graßmannsche Auffassung der Vektoranalysis als die 
naturgemäße gegeben. Anderseits mußte ich mich bei einer Vor- 
lesung, die sich nur über ein Semester erstreckte und mir nur 
zwei Stunden wöchentlich zur Verfügung stellte , damit begnügen, 
aus den verschiedenen Gebieten einige wenige charakteristische 
Beispiele herauszugreifen. Bei der Auswahl der Anwendungen 
habe ich mich in den verschiedenen Semestern von dem Studien- 
gange meiner Zuhörer leiten lassen, wodurch eine Bevorzugung 
der geometrischen Mechanik entstanden ist. und wenn ich auch 
auf Fragen, die von dem Ideenkreise einer technischen Hochschule 
weiter abzuliegen scheinen, wie etwa die Kurven- und Oberflächen- 
erzeugung, näher eingegangen bin, so liegt dies an Wünschen, die 
mir gerade von Studenten der technischen Wissenschaften vielfach 
ausgesprochen worden sind. Die starke Heranziehung der neueren 
Dreiecksgeometrie ist durch Rücksichten auf die Interessen der 
Oberlehrer veranlaßt. 

Bei einer Einführung in die Vektorvorstellungen kann man 
verschiedene Wege einschlagen, man kann, wie es Peano durch- 
geführt hat, die erforderlichen Bechengesetze aus geometrischen 
Beziehungen entwickeln oder, wie es Graßmann getan hat, um- 
gekehrt diese Gesetze abstrakt begründen, um sie nachher auf die 
geometrischen Gebilde anzuwenden. Im Laufe der Vorlesungen 
hat es sich mir als das einfachste und kürzeste Verfahren erwiesen, 
den historischen Gang innezuhalten, also von der Punktrechnung 
auszugehen und aus der Definition des Vektors als Punktdifferenz 
zunächst die Gesetze der Vektoraddition herzuleiten. Dabei nahm 
ich Gelegenheit zu betonen, daß diese Definition keine bloße 
mathematische Abstraktion sei, wie sich zeigt, wenn ich z. B. das 
Potential als Punkt auffasse. Denn alsdann läßt sich die Punkt- 
difierenz als Potentialdifferenz, also als eine durchaus physikalische 
Größe deuten. Die Gesetze der Vektormultiplikation führe ich sodann 
auf Festsetzungen zwischen den Einheitsvektoren zurück und benutze 
für die Ausdehnung ihres Geltungsbereiches das Prinzip der Permanenz. 

Die Vorlesungen zerfallen in zwei Hauptabschnitte dadurch, 
daß ich neben den räumlichen Vektoren die in den meisten Büchern 
über Vektoranalysis stiefmütterlich bedachten Vektoren der Ebene 
ausfOhrlich behandle. Dies geschieht deshalb, weil sich die Theorie 
hier besonders einfach gestaltet, dann aber auch, um zu zeigen, 
was sich schon mit diesem elementaren Werkzeug erreichen läßt. 

Ich habe Wert darauf gelegt, mit einem Minimum von Be- 
griffen auszukommen imd jeden unnötigen Ballast zu vermeiden. 
Und um dem Studenten Gelegenheit zu geben, das Erlernte an 
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Vektoren in der Ebene. 



Erstes Kapitel. 
Addition und Subtraktion TOn Punkten. 

1. Definition. — Ich frage zunächst^ was soll es heißen^ 
zwei Punkte zu addieren. Von vornherein ist es ja nicht ohne 
weiteres klar, was man unter der Summe XA + /*-B zweier 
Punkte Äf jB zu verstehen hat. Ich sehe mich daher nach 
einer Analogie um, denke mir die Punkte als Massenpunkte 
und übersetze die Frage in die Sprache der Mechanik. Als- 
dann lautet sie: Wodurch läßt sich das System zweier Massen- 
punkte, Von denen der eine mit der Masse A, der andere mit 
der Masse /i belegt ist, ersetzen? 

Nun, das Hebelgesetz sagt mir, daß die Summe zweier 
Massenpunkte in ihrer statischen Wirkung durch einen Massen- 
punkt vertreten werden kann, daß diesem einen Punkt die 
Massenbelegung A -f /t zu erteilen ist, und endlich daß dieser 
Punkt auf der Verbindungslinie AB Uegt und sie im Verhältnis 
/t:X teilt. 

Indem ich die mechanische Einkleidung fallen lasse, ins- 
besondere die von der Mechanik geforderte Einschränkung, 
daß A, /t positive Zahlen bedeuten, setze ich allgemein fest 
die Definition: 

Die Summe XA+ ^B zweier Punkte A, B mit den tezüg- 
liehen Gewichten X, ^ soll wieder einen Punkt mit dem Gemcht 
X + ft darstellen, und zwar einen Punkt der Geraden AB derart, 
daß er die Gerade im Verhältnis ^:X teilt, also 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenrechnung. 1 
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WO X, II Idiebige Zahlen hedeuten^ welche entweder die Gewichte 
oder die Koeffizienten der Funkte Ä, B heißen}) 

Diese Definition läßt sich noch anders schreiben. Setze ich 

X + ft = — 1/, 
so wird 

XÄ + ^B + vG^O, X + ii + v==0. 

Und dies ist gleichzeitig die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß die drei Punkte A, B, G in gerader Linie 
liegen. 

Häufig empfiehlt es sich, jene Formel in der Form 
G = X^A + [i^B zu nehmen, wo A' + ft' = 1. 

Für das Rechnen mit Punkten setze ich noch-fest, daß 
die Additions- und Subtraktionsregeln der gewöhnlichen Algebra 
bestehen bleiben sollen. Es ist dies nichts anderes als das 
Prinzip von der Permanenz der gewöhnlichen Rechenregeln, 
ein Prinzip, welches die ganze Arithmetik beherrscht. Dieses 
Prinzip ist nicht etwa logisch notwendig, sondern wird einzig 
und allein von der auch in der Wissenschaft so wünschens- 
werten Ökonomie gefordert. 

Ich will jetzt an einigen Beispielen das Rechnen mit 
Punkten erläutern und gleichzeitig zeigen, wie die analytische 
Darstellung eines Punktes unmittelbar zu seiner geometrischen 
Konstruktion führt. 

, E F 

J9- o o o -o 



Fig. 1. 

2. Übungen. — V) B + G =- 22), dann bedeutet B den 
Mittelpunkt der Strecke BG (Fig 1). 

2) 2JB + C = SJE?, B + 2C = 3J; dann sind E \mäi F die 
beiden Drittelungspunkte der Strecke BG, und zwar teilen sie 
BG im Verhältnis 1:2 bzw. 2:1 (Fig. 1). 

1) Eigentlicli hätten wir an Stelle des Plus- und Minuszeichens 
neue Zeichen einführen müssen, da sie doch hier in einer neuen Be- 
deutung gebraucht werden. Aus Gründen der Ökonomie behalten wir 
aber die alten Zeichen bei und erweitem das Feld ihrer Verwendbarkeit. 



Übungen. 3 

3) Den Punkt 2B + SC zu konstruieren. Der gesuchte 
Punkt hat das Gewicht 5 und teilt die Strecke BC im Ver- 
hältnis 3:2. 

4) Den Punkt 2B - C zvl finden. Er heiße G, dann ist 
2B=C+G, also müßte B der Mittelpunkt der Strecke CG 
sein, d. h. G teilt die Strecke BC außen im Verhältnis 1 : 2 
(Fig. 2). 






B'^ 




O B 

Fig. 2. 

5) Den Punkt hB — 30 zu zeichnen. 

6) Was bedeutet B+C-A^i 
Ich behaupte: einen Punkt. In 
der Tat; setze ich an 

B+C-A^H, 

80 folgt 

B + C = A + H. 

Links steht ein Punkt, also 

muß auch rechts ein solcher 

stehen, d. h. H kann nur Punkt ^^^* '• 

sein. Wie finde ich H'i Es ist der vierte Punkt des 

Parallelogramms, von dem A, B^ G drei Ecken sind, und 

zwar ist es der Gegenpunkt zu A (Fig. 3). 

7) Den Punkt 45 + 30 - 6 J. zu finden. 

8) Den Punkt 4tB —2C — A = Jzu finden. Mit welchen 
Punkten liegt dieser Punkt J kollinear? 

9) Den Punkt -|5 + tO-|J. zu finden. Es ist zu 
beachten, daß 

— yB + y — -^A = — ^X, 
woraus 

6B-2C+A^5X. 

Dieser Punkt ergibt sich auch als Schnittpunkt dreier Trans- 
versalen des Dreiecks ABC. Nämlich, setze ich 

SB-C^2A', 2C-A=^B\ A + QB=^1C\ 
so ist 

5X = .l + 4J.' = 6B-JB' = -2a + 7(7', 

1* 
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also liegt X koUinear mit den Punktpaaren Ä, Ä'] B, jB'; C> C 
(Fig. 4). 

10) Die verschiedene Anordnung 

Ä + B+C+D = {A + B) + (C + D)^(Ä + D) + {B+Cf) 

=^{Ä + C) + (B + D) 

führt unmittelbar zu dem folgenden Viereckssatz ^): Verbinde 
ich die Mitten je zweier Gegenseiten und der 'beiden Diagonalen 
eines Vierecks^ so schneiden sich diese Transversalen in einem 
Punkt; welchen man den Mittelpunkt des Vierecks zu nennen 
pflegt. Jede der Transversalen wird durch ihn halbiert. 

11) Welcher Viereckssatz fließt aus der Gleichheit 

aÄ + hB+cG+dD^ {aA + hB) + (cC+dD) 

= {aÄ + dD) + {hB+cC)=^(aÄ + cC) + Q)B + dD)? 



'^^ 



A 



t x' 




Fig. 4. 



8. Der SchwerpmM der Ecken des Dreiecks, — Die in 
Nr. 1 ausgesprochene mechanische Deutung der Definitions- 
gleichung führt zu eiaer einfachen Bestimmung des Schwer- 
punktes ebener Vielecke. 

Ich frage zunächst nach dem Schwerpunkte der drei 
Ecken des Dreiecks ABG. Diese mögen gleiche Gewichte 
haben, so kann ich nach Nr. 1 die Summe der beiden Punkte 

1) Bleibt auch noch gültig für den Eamn, d. h. für das Tetraeder, 
vgl. Nr. 58. 



Der Schwerpunkt der Seiten des Dreiecks. 5 

B, C durch ihren Schwerpunkt^ d. i. Mittelpunkt ersetzen und 
schreiben B + (7 = 2-4.'. Jetzt habe ich es nur mit den beiden 
Punkten Ä und A' zu tun, von denen der letztere das. doppelte 
Gewicht des anderen tragt. Die Summe Ä + 2Ä' läßt sich 
aber wieder darstellen als ein Punkt mit dem Gewichte 3^ so 
daß 3S='A + 2Ä' oder ^ 

38^Ä + B+C. 

Die verschiedene Anordnung 

3Ä = ^ + (B+C) = B + (C+Ä) ^C + (Ä + B) 

liefert unmittelbar die elementare Konstruktion des Schwer- 
punktes der Ecken eines Dreiecks. 

Die eben angestellte Überlegung läßt sich übertragen auf 
ein Dreieck^ dessen Ecken die Gewichte X, ^, v haben^ und 
führt zu der Darstellung 

{X + iL + v)S ^ XA + iiB + vC 

^^^^ S^XA + iiB+vC, X + ii + v^l 

für den Schwerpunkt der Ecken des Dreiecks ABC mit den 
Gewichten X, fi, v. 

4. Der Schwerpunkt der Seiten des Dreiecks. — Ich frage 
weiter nach dem Schwerpunkt S' der Seiten eines Dreiecks und 
lege dabei folgende Definition zugrunde: Der Schwerpunkt der 
homogen mit der Masse d belegten Strecke BC stellt sich dar als 

Diese Definition führt offenbar den Schwerpunkt einer Massen- 
strecke auf den Schwerpunkt eines Mfissenp^unktes zurück. 

Ich kann hiemach die homogenen Seiten des Dreiecks 
ersetzen durch die Massenpunkte 

deren Schwerpunkt sich aus Nr. 8 finden läßt. Er ergibt sich 

{a + i + c)S'=aD-\-hE + cF, 
^° 2D = B + C, 2E=C+A, 2F=A + B. 



6 Erstes Kapitel. Addition und Subtraktion von Ponkten. 

Hieraus folgt sofort eine erste Konstruktion: Zeichne das 
Mittendreieck BEF^ teile EF im Verhältnis c:6, FD im 
Verhältnis aic und verbinde diese Teilpunkte mit den Gegen- 
ecken des Mittendreiecks y so ergibt sich als Schnitt der ge- 
suchte Punkt. Den Schwerpunkt erhalte ich hier als den 
Inkreismittelpunkt des Mittendreiecks zu ABC. Übrigens kann 
ich auch EF durch 2)' im Verhältnis cih und DD^ im Ver- 
hältnis 6 -|- c : a teilen. 

Eine andere Konstruktion ergibt sich, wenn der obige Aus- 
druck für iS' durch Einführung der Darstellung für D, E, F 
traasformiert wird: 

2(a + 6 -f c) iS'= (6 4- c) J. + (c + a) J5 + (a + &) C 

= (a + & + c) (J. + J5 + (7) - (a^ + 65 + cC) 
oder 

wo S den Schwerpunkt der drei Ecken und J den Inkreis- 
mittelpunkt des Dreiecks ABC bezeichnet. Hiemach finde 

ich S\ indem die Strecke J8 
über 8 hinaus um ihre Hälfte 
verlängert wird (Fig. 5). 

5. Ber Schwerpunkt des Vier- 
ecks. — Seien A^, A^y A^, A^ 
vier Punkte der Ebene, jeder 
mit der Masseneinheit behaftet, 
Fig. 5. dann ist ihr Schwerpunkt 

4:M = A^ + A^ + A^ + A^ 
und wird gefunden als Schnittpunkt der Verbindungslinien der 
Mitten je zweier Gegenseiten und Diagonalen (vgl. Übung 10 
auf S. 4). Ich will den Punkt M den Mittelpunkt des Vierecks 
nennen. 

Wird nach dem Schwerpunkt der vier Seiten eines Vier- 
ecks gefragt, die homogen mit Masse belegt sind, so ergibt 
sich derselbe in der Form a^A^ + a^A^ + a^A^ '\' a^Alj wo 
A^y A^y ... die Mitten der Seiten A^A^y A^A^y . . . bezeichnen, 
oder in der Form 

(«1 + Oa) -4i + («2 +a^A+ (Pi + «4) A + {^A + «1) -^4- 
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Er wird daher gefunden^ indem ich die Seiten des Mitten- 
parallelogramnis im Verhältnis o^ : a^^ a^: a^, , . , teile und die 
Teilpunkte je zweier Gegenseiten verbinde oder die Diagonalen 
A^Äq, ^2 A^ des ursprünglichen Vierecks im Verhältnis 
ö^s + 0^4 : a^ + ag, bzw. a^ + aiia^ + a^ teile und die Verbindungs- 
linie halbiere. 

Um endlich den Schwerpunkt des homogenen Vierecks zu 
finden^ schicke ich folgende Definition (vgl. Nr. 24) voraus: Der 
Schwerpunkt der homogenen Dreiecksfläche ABC stellt sich da/r in 

der Form S ( — "^ — ], wenn 8 die Gesamtmasse des Dreiecks 
bedeutet, 

Teile ich daher die homogene Vierecksfläche A^ A^ A^ A^ 
durch die Diagonale A2 A^ in die beiden Dreiecke A^ A^ A^j 
A^A^A^y deren Inhalte 8^ bzw. 8^ seien, so kann ich diese Dreiecke 
durch die Punkte \ 8^ {A^ + A^ + A^ bzw. \8^ (A^ + A2 + A^ 
ersetzen, und ich habe den Punkt zu suchen, der diese beiden 
Massenpunkte vertreten kann. Ich setze an 

%8S^8^{A, + A^+A^ + 8^{A^+A2 + A^, 8^+8^=8 

und finde nach einer leichten Umformung 

3*5 = 8{A^ + A2 + A^+A:) - {8^A^+8^A,). 

Wird jetzt 8^A^+8^A^=8 gesetzt, so erhalte ich 

Um die Bedeutung des Punktes zu erkennen, ziehe ich 
in dem Viereck die zweite Diagonale A^A^ und bezeichne die 
Inhalte der entstehenden Teildreiecke mit ^2 l^zw. d^; ich habe 
dann in der obigen Rechnung nur die Indices 1,3 gegen 2,4 
zu vertauschen, so ergibt sich eine neue Formel 

3Ä' = ^ + ^-f ^3 + ^4-0', 
wo 

Setze ich jetzt voraus, daß die homogene Vierecksfläche nur 
einen Schwerpunkt habe, so kann ich S^ = 8 setzen, dann 
aber muß auch 0^=0 sein, also 

80 = dj^i + ^3^3=: *2^ + *4^4- 
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Hieraus lese icli ab^ daß der Punkt einmal SkuSÄ^Ä^, dann 
aber auch auf A^Ä^^ liegen muß; d. h. ist der Schnittpunkt 
der Diagonalen Ä^Ä^y ^2-^4* 

Die obige Formel, welche übrigens bereits vonH.Graßmann 
gefunden worden ist (vgl. Ges. W. 11 2, S. 82), führt zu zahl- 
reichen Konstruktionen für den Schwerpunkt einer homogenen 
Yierecksfläche, wie man in einer Abhandlung des leider so 
früh ins Gh'ab gesunkenen Ferdinand Caspary nachlesen 
kann (Nouvelles Annales (3) 17, 389—411, 1898; vgl. auch 
Bull. Soc. Math. F. 28, 143 — 146, 1900). Hier genüge es, eine 
anzugeben. Schreibt man die genannte Formel imter Ein- 
führung des Punktes M wie folgt 

3Ä=4ilf-0, 

und erinnert sich an die Entstehung der Punkte M und 0, 
so erkennt man folgende Konstruktion: Halbiere die Seiten 

des Vierecks und ver- 
binde die Mitten je 
zweier Gegenseiten, so 
ergibt sich als Treff- 
punkt M. Verbinde 
diesen mit dem Dia- 
gonaldurchschnitt 
und verlängere die 
Strecke MO über M 
hinaus um ihren drit- 
ten Teil, so ist der 
Endpunkt der gesuchte Punkt 8 (Fig. 6). 

6. Übungen. — 1) Den Schwerpunkt des durch seine Ecken 
gegebenen Fünfecks zu finden. 

2) Den Schwerpunkt der Ecken des Mittendreiecks zu 
finden. 

3) Werden die Seiten eines Dreiecks durch drei beliebige 
Punkte in je zwei Abschnitte geteilt, so liegt der Schwerpunkt 
des Dreiecks kollinear mit dem Schwerpunkt der drei Teil- 
punkte sowohl als auch mit dem Schwerpunkt der Mitten dreier 
nicht anstoßender Abschnitte. 
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4) Zu beweisen^ daß sich der Schwerpunkt des homogenen 
Fünfecks in der Form darstellt SS=Ai+A^+A^+Ä^+A^-20. 
Welche Bedeutung kommt hier dem Punkte zu? 

5) Der zu B, O^und D harmonisch gelegene vierte Punkt, 
welcher dem Punkte (ji + v)D = pbB + vG zugeordnet ist, 
stellt sich dar in der Form: (/* — v)B^ = iiB — i/(7. 

6) Ein w-Eck von ungerader Seitenzahl ist durch die 
Mittelpunkte seiner Seiten vollständig bestimmt, anders ein 
n-Eck von gerader Seitenzahl; im letzteren Falle besteht 
zwischen den Seitenmittelpunkten B^y JSg, . . . die Beziehung: 

7. Darstellung eines Punktes der Ebene, Historisches. — 
Wie aus dem Vorstehenden ersichtlich, läßt sich jeder Punkt 
der Ebene durch drei beliebige Punkte derselben Ebene linear 
darstellen. Will man es noch besonders beweisen, so kann 
man so sagen: Seien gegeben die Punkte JE^, E^j E^ und P. 
Bringe die Linien PE^ und E^E^ zum Durchschnitt X, dann 
stellt sich dieser Schnittpunkt, weil er sowohl zu E^y E^ als 
zu E^y P kollinear liegt, in der Form dar 

X^^mE^ + nE^y m + n=-l, X=^ iiE^ + vPy /A + a; = l, 

woraus 

mE^ + nE^ = iiE^ + vP, m + n = 11 + v. 

Setze ich — ^ = x^y m = x^y n = x^y so folgt 

(iJ?i + x^ + Xq)P = x^E^ + x^E^ + XqEq 

oder 

P= x^Ei + x^E^ + x^E^y Xi + X2 + Xs-= 1, 

d. h. jeder Punkt der Ebene läßt sich linear durch die Ecken 
eines beliebigen Bezugsdreiecks darstellen. Nebenbei bemerkt, 
folgt hieraus, daß die Geometrie der Ebene bereits in der 
Geometrie des Dreiecks enthalten sein muß. Die Koeffizienten 
x^yX^yX^ heißen die Gewichte oder die homogenen Koordinaten 
des Punktes; bekanntlich sind es die ersten homogenen 
Koordinaten, welche in der Geschichte der Mathematik auf- 
getreten sind. 
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Der filndamentale Gedanke^ welcher diesem ersten Kapitel 
zugrunde liegt: jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt dreier 
' beliebiger Punkte aufzufassen, rührt von Ferdinand Möbius 
her, der ihn in seinem Werke: Der haryzentrische Kalkül (1827) 
ausgesprochen hat. Die Koordinaten nennt er baryzentrische 
Koordinaten. 

Da der weitere Ausbau der Vektorrechnung an diesen 
Möbiusschen Gedanken angeknüpft hat, so muß Ferdinand 
Möbius als der Vater der Vektorrechnung angesprochen 
werden. Charakteristisch für den neuen Kalkül ist einmal das 
Operieren mit den Punkten selber, statt erst den Umweg über 
die Koordinaten zu nehmen, und zweitens das unmittelbare 
Umsetzen der Formel in die Zeichnung und umgekehrt, so 
daß hier der Unterschied zwischen der analytischen und syn- 
thetischen Behandlung verschwindet. 



Zweites Kapitel. 
Die freien Tektoren: Addition und Subtraktion. 

8. Definition des freien Vektors, — In dem ersten Kapitel 
haben wir gelernt, an Punkten die Operation der Addition 
nnd Subtraktion vorzunehmen. Dabei ist der Fall X+ ii = 0, 
wofiir die Definition an der Spitze des ersten Kapitels zu ver- 
sagen scheint, zunächst beiseite gelassen worden. Ihn wollen 
wir jetzt näher betrachten. Ich frage also, was bedeutet die 
Differenz B—Ä? Hierauf antworte ich mit der Definition: 
Die Differenz B—A stellt der Größe ^ der Richtimg und dem 
Bichtungssinn nach die Strecke AB dar, welche von A nach B 
gerichtet ist, oder kurz den Vektor AB, 

Stait Vektor, wie Hamilton, sagte man früher qmcAi gerichtete 
oder orientierte Strecke oder einfach, wie H. Graßmann, Strecke. 

Was heißt es nun, zwei Vektoren sind einander gleich? 
Offenbar werde ich die Vektoren dann einander gleich nennen 
dürfen, wenn sie in allen Eigenschaften übereinstimmen, welche 
die Definition als charakteristisch für sie hiosteUt. Dem- 
nach besagt die Gleichung B — A = D — C, daß die beiden 
Strecken AB und CD in Größe, Bichtung und Bichtungssinn 
übereinstimmen. 

Wohlgemerkt, über die Lage eines Vektors wird nichts 
ausgesagt. Demnach folgt aus der obigen Definition, daß die 
Vektoren parallel zu sich selber verschiebbar sind. Ein Vektor 
der Ebene kann parallel sich selber in der Ebene verschoben 
werden. Er ist frei in seiner Bewegung, deshalb wollen wir 
den Vektor, wie er durch die obige Definition gegeben ist, einen 
freien Vektor nennen. Wenn ich also von zwei Vektoren nur 
weiß, daß sie gleiche Länge haben, sind sie immer noch ver- 
schieden, denn sie unterscheiden sich ja durch die Bichtung. 

Ich will hierfür sogleich eine einfache Übung anschließen. 
Sind vier Punkte in der Ebene derart gegeben, daß 
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B — A = C — D, so folgt hieraus, daß auch B —- C = A — D, 
und weiter daß B + D = Ä+ G, und diese Gleichungen 
sprechen elementare Eigenschaften des Parallelogramms aus. 

9. Bezeichnung der freien Vektoren. — Um die Schreib- 
weise abzukürzen, will ich mich zur Bezeichnung des freien 
Vektors eines einzigen Buchstabens bedienen. Ich wähle dazu 
einen kleinen lateinischen, fettgedruckten Buchstaben.^) Dem- 
nach soll a einen freien Vektor^ a seine numerische Länge 
bezeichnen. Die Grleichung b = a sagt dann aus, daß die 
beiden Vektoren a, b parallel sind, gleiche Länge und gleichen 
Bichtungssinn haben; die Gleichung b = — a, daß sie parallel, 
gleich lang, aber entgegengesetzt gerichtet sind; femer die 
Gleichung b = Aa, daß sie parallel sind, daß ihre Längen im 
Verhältnis a:6 = 1: | A| stehen, und daß sie gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet sind, je nachdem X positiv oder negativ ist. 




a 



Fig. 7. 

Um in den Figuren den Sinn eines Vektors zu bezeichnen, 
werde ich einen Pfeil verwenden, dessen Spitze die positive 
Richtung angibt. Für die Winkelbeziehungen zwischen den 
Vektoren setze ich eruen bestimmten Drehungssinn fest, die 
Drehung entgegen der Richtung des Uhrzeigers sei die positive 
(Fig. 7). 

1) Um in der Vorlesung die Vektoren an die Tafel zu schreiben, 
habe ich mir so geholfen, daß ich die kleinen lateinischen Buchstaben 
unterstrichen habe. 
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10. Addition wnd Subtraktion der freien Vektoren: Polygonale 
Methode, — Seien p^, p, zwei beliebige Vektoren, welche 
addiert werden sollen. Da icli jeden Vektor parallel zu sich 
selber verrücken darf, verlege ich den zweiten derart, daß sein 
Anfangspunkt in den Endpunkt des ersten fällt, dann kann 
ich schreiben: 

Pi = -Pi - p,, 
p, = p, - Pi, 

woraus 

Pi+P2 = -P2--Po- 

Die Konstruktion der Differenz p^ — p, läßt sich hierauf 
zurückführen, wenn ich schreibe Pi+ (— Pj). Ich habe nur nötig 
an dem gegebenen Vektor Pg den Bichtungssinn umzukehren. 
Das liegt daran, daß der Vektor — Pg den zu p^ parallelen 
Vektor von gleicher Länge, gleicher Richtung, aber entgegen- 
gesetztem Bichtungssinn bedeutet. 

Sind n beliebige Vektoren pi, p2, ... p« gegeben imd soll 
die Summe 

konstruiert werden, so setze ich 

P2=^2(^2~A); 





P« = Sn (Pn — Pn — i) 

und finde 

«lPl+«2P2H hSnJfn=Pn — P0' 

Denmach: Um die algebraische 
Summe 




Fig. 8. 



«lPl+ «2P2H h «nPn 

isu zeichnen, ziehe ich durch einen beliebigen Purikb P^ den 
Vektor P^'-Pq=^ s^ p^, d, h. parallel mit p^, von gleicher Länge 
mit Pj und gleichem oder entgegengesetztem Bichtungssinn, je 
nachdem f^ == + 1 oder — 1 ist; d^rch den Endpunkt P^ ziefie 
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ich den Vektor P2 — Pi= s^ Pa, iisw., schließlich durch den Punkt 
Pn—i den Vektor P„ — Pn— 1= 5„Pn. Alsdann steilt der Vektor 
Pn — Po die gegebene Vektorsumme dar (Fig. 8 s. S. 13). 

Fällt der Punkt P« mit Po zusammen, so ist die Differenz 
Pfi — Po gleich Null und das Polygon Pi Ps . . . P« ist ge- 
schlossen. Daher sagt die Gleichung «iPi + $2 PsH h «nPn = 

aus, daß die Vektoren p^, . . . p» ein geschlossenes Polygon bilden. 
In dem Fall w = 3 tritt die Gleichung gewöhnlich in der 
Form auf a + 1) + C = und bedeutet, daß sich die Vektoren a, b, C 
zu einem Dreieck zusammensetzen lassen. 

11. Addition und Subtraktion der Vektoren: Polare Methode. 
— Ich will für die Addition und Subtraktion der Vektoren 
noch eine zweite Methode mitteilen, welche in manchen Fällen 
vor der anderen Vorzüge besitzt. 

Die zweite Konstruktion ver- 
langt die Annahme eines be- 
liebigen Punktes als gemein- 
samen Poles. Alsdann kann ich 
schreiben 

Pi==^i(^i- 0), 
P2 = «2(-4- ö). 




B 



Fig. 9. 



nO, 



Setze ich 



^1 + ^2 + 



Pn==fn(^-- 0) 

und finde 

«lPl+ «2P2H h «nPn 

= Ai + A2-\ \-An 

" + An^nM, 
wo M den Mittelpunkt des Polygons bezeichnet, so wird 

«iPi+ «2P2 H h a„Pn= w(-af — 0) = JS — 0. 

Um also die gegebene Vektorsumme zu zeichnen, habe 
ich zunächst den Mittelpunkt M des von den Vektorendpunkten 
gebildeten Polygons zu finden. Er ergibt sich in analoger 
Weise, wie wir bereits A^^ + A^ + A^ + A^^ konstruiert haben. 
Das n- fache des Vektors M— stellt dann die Vektorsumme 
dar (Fig. 9). 
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In dem Falle w = 3 ist Jf nichts anderes als der Schwer- 
punkt des homogenen Dreiecks A^A^A^. 

Werfen wir noch einen vergleichenden Blick auf die 
polygonale und die polare Methode: Während das Poldiagramm 
hinter dem Poljgondiagramm an konstruktiver Einfachheit 
zurücksteht; hat es vor diesem den Vorzug, daß es die 
Winkelbeziehungen zwischen den einzelnen Vektoren unmiUel- 
bar abzulesen gestattet. 

Dabei ist hervorzuheben, daß in einem Vektordreieck 
z. B. die Winkel zwischen den Vektorseiten die Supplemente 
zu den gewöhnlichen Dreieckswinkeln sind, so daß der Punda- 
mentalsatz der elementaren Geometrie der Ebene die Form 
annimmt: In einem Vektordreieck ist die Winkelsumme gleich 
vier Rechten (vgl. Fig. 7). 

12. Deutung der freien Vektoren in der Mechanik v/nd 
Physik, — Betrachte ich ein materielles System, dessen Be- 
wegung in der Ebene vor sich geht, so kann ich die unendlich 
kleine Schiebung als einen Vektor auffassen, denn ihr entspricht 
erstens eine bestimmte Geschwindigkeit im Zeitelement — und 
diese wird durch die Länge des Vektors gemessen — zweitens 
eine bestimmte Richtung und Richtungssinn — und diese liefern 
Richtung und Sinn des Vektors. Alsdann müssen die Regeln, 
welche wir für die Vektoraddition aufgestellt haben, auch 
gelten für die Zusammensetzung von Schiebungen — ein wohl- 
bekanntes Resultat. Insbesondere folgt das Parallelogramm der 
Schiebungen aus dem Polardiagramm für den Fall n = 2. Wird 
die Resultante zu mehr als zwei Schiebungen gesucht, so ist 
man gewohnt, zum Polygondiagramm überzuspringen. In Nr. 11 
ist gezeigt, wie die Methode des Parallelogramms der Schie- 
bungen auf den Fall n> 2 ausgedehnt werden kann. 

Wann kommt das materielle System wieder in seine ur- 
sprüngliche Lage zurück? Die Bedingimg hierfür nimmt ver- 
schiedene Formen an, je nachdem ich das Polygon- oder das 
Poldiagramm zugrunde lege. Im ersteren Fall lautet die Be- 
dingung: Das Schiebepolygon muß sich schließen; im anderen: 
Der Mittelpunkt des von den Endpunkten der Schiebungen 
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gebildeten Polygons muß in den gemeinsamen Pol aller Schie- 
bungen fallen. 

Neben dem kinematischen Vektor der Schiebung gibt es 
einen statischen Vektor der Kraft. Nämlich, ein freier Vektor 
vermag eine Kraft darzustellen, falls die Lage des Angriffs- 
punktes nicht in Betracht kommt, oder auch solange es sich 
um Kräfte handelt, die m einem und demselben Punkt an- 
greifen. Das Kräfteparallelogramm und allgemeiner das Kxaft- 
eck folgen daon ohne weiteres aus unseren Vektordiagrammen. 
Dagegen läßt sich die Kraft der Kinetik nicht durch einen 
freien Vektor darstellen. 

In der Akustik darf ich die Wellen gleicher Periode als 
Vektoren auffassen, deren Länge ein Maß der Amplitude gibt, 
imd deren Richtung mit der Fortschreitungs- und longitudinalen 
Schwingungsrichtung übereinstimmt. 

Li der Optik lassen sich die Wellen, die keinen Phasen- 
unterschied und sämtlich gleiche Schwingungsrichtung und 
Farbe zeigen, als Vektoren darstellen. Die Länge des Vektors 
bestimmt, in einem zugrunde gelegten Maß, die Lichtamplitude; 
Richtung und Sinn des Vektors stimmen mit der Fortschreitungs- 
richtung der transversalen Welle überein. 

Endlich, denke ich mir das elektrische Potential durch einen 
Punkt dargestellt, so fuhrt die Differenz zweier Punkte natur- 
gemäß zur Potential- oder Spannungsdifferenz; diese läßt sich 
graphisch als Vektor, als Spannungsvektor auffassen, dessen 
Richtung als Phase gedeutet wird. Daneben tritt noch ein 
Stromvektor auf, dessen Länge durch die Stromamplitude ge- 
messen wird und dessen Richtung ebenfalls zur Phasen- 
verschiebung in Beziehung gesetzt werden kann. Diese Dar- 
stellung ist als graphische zu bezeichnen, im Gegensatz zur 
physikalischen, wie sie eben erörtert worden ist. 

18. übufigen, — 1) Eine algebraische Punktsumme stellt 
entweder wieder einen Punkt oder einen Vektor dar; einen 
Punkt, wenn die algebraische Summe ihrer Gewichte von Null 
verschieden ist, einen Vektor, wenn sie verschwindet: 



t5T)ungen. 
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miAi + m%Ai + • • • + miÄi 



wo 



p, m = 0, 



mi+ m^ +' ' •+ nii^ m. 




2) Schreibe ich die Formel für den Schwerpunkt eines 
Dreiecks in der Form 

S-Ä + S'-B + S-G^O, 

so erkenne ich bei kinematischer Deutung der Vektoren: Wird 
das Dreieck ABC gleichzeitig von -4, B und C nach dem Schwer- 
punkt verschoben, so 
heben sich die Ver- 
Tückungen auf, das Drei- 
eck bleibt in seiner ur- 
sprünglichen Lage. Die 
statische Deutung führt 
zu dem Satz: Ist jeder 
Punkt eines Dreiecks der 
Angriffspunkt dreier von 
den Ecken ausgehender 
Kräfte, deren Intensitäten 
den Abständen des Punktes von den Ecken proportional sind, 
so herrscht im Schwerpunkt Gleichgewicht. 

3) Sei P ein beliebiger Punkt des Dreiecks E^E^E^. 
Ziehe die zugehörigen Eckenlinien und nenne die Fußpunkte 
Pi, P2, P3 (Fig. 10), dann ist nach Nr. 7: 

xP=-XiEi+ x^E^ + x^E^, x^ + x^ + x^=- Xy 

{x^ + x^)P^=^ x^E^ + x^E^, 

(xq + x^) P2 = a^i JE?i + x^E^, 

(a?i + x^) P3 = x^E^ + x^E^, 
Folglich 
:x(P-E^) = x^E^ + x^E^ - x^E^ - x^E^ = 

= (^2 + ^3) A - (^2 + ^3) ^1 = (^ + ^s) (-Pi - -^i); 
voraus, wenn ich nur die Längen betrachte: 

Jahnke, Vorlesangen Aber die Vektorenreohnung. 2 
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oder 

E,P, X 

J&.P, X ' 

E^P ^ x^+x, 
E^P^ X 

Hieraus folgen die bekannten Beziehungen: 

^ E,P E,P E,P g 



E,P, ' E,P, • ^,P3 

und 

PP, PP, PJ^s _ i 

4) JB^ei^ eines Salzes aus der Graphostatik: Sind in den 
Viereoken Ä^A^A^Ä^ und B^B^B^B^ die Seiten 

■^i"^i> A^A^f A^A^f ^^3; -^-^1 
parallel zu den Seiten 

^^9} -Ss-Bi, -Bl^i, ^l-^AJ ^J?47 

BO ist auch A^A^ parallel zu B^B^. 

14. Zusammenhang der Definition ßr die Punktaddition 
mit der Defi$utian des freien Vektors. — Aus der Definition in 
Nr. 1| welche fOr beliebige X, f» gelten soU^ folgt für 1 + fi^Oi 

B-A^oa 

Da A und B als Toneinander yerschieden gesetzt sind, steht 
linker Hand etwas yon Null Verschiedenes, Das ist nur 
möglich, wenn rechter Hand der zweite Faktor unendlich 
groß ist Demnach sagt die Definition in Nr. 1 in Ver- 
knüpfung mit derj^iigen in Nr. 8 aus, daß ich einen fireien 
Vektor auch anf&ssoi kann als einen unendlich entfernten 
Punkt mit dem Gewicht NulL und zwar stellt C d«i un- 
endlich fem«DL Punkt des Vektors B^A dar. Der V^tor 
ist also gewiasennaSen das Abbild des in s^er Bichtong^ 
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liegenden unendlich fernen Punktes^ d. h. an die Stelle des un- 
endlich fernen Punktes tritt eine endliche Strecke. 

15. Fundamentalrdation ^tmschen drei hdiehigen freien Veh- 
toren der Ebene. — Wie wir gesehen haben^ besteht zwischen 
den drei Seiten eines Vektordreiecks die Relation a + 1) + c = 0. 
Dieser Satz ist nur ein Spezialfall des folgenden allgemeineren: 
Zwischen drei beliebigen Vektoren a^^ a^^ a, besteht immer 
eine lineare Relation der Form 

Uj^B^+ 0^8^+ ^383=0, 

WO «1, CC2, 0^3 beliebige reelle Zahlen bedeuten. Der Beweis 
folgt aus der einfachen Überlegung, daß ich immer drei posi- 
tive oder negative Zahlen c^, a^, cc^ finden und die Vektoren 
o^a^^ cc2^, cc^SL^ parallel zu sich selber derart verschieben kann^ 
daß sie ein geschlossenes Dreieck Aj^Ä^A^ bilden^ daß also 

Je nachdem A^—A^yA^—A^,A^ — A^ denselben Richtungs- 
sinn haben wie a^; 9^^ ag oder entgegengesetzten, sind die 
Koeffizienten cf^, ccg, c^ 
positiv oder negativ, und, 
was ihre numerischen 
Werte angeht, stellen 
diese Koeffizienten die 
Verhältnisse A^A^ia^^ 
A^A^ia^j A^A^ia^ dar. Pig. 11. 

16. Vektor- und PunJctdarstdlung vermittels der Einheäs- 
Vektoren. — Die obige Relation kann noch in folgender Fassung aus- 
gesprochen werden: Jeder Vektor der Ebene läßt sich durch zwei 
beliebige Vektoren linear darstellen. Als diese Vektoren will ich nun 
die Einheitsvektoren e^, % wählen, d. h. zwei Vektoren von der 
Länge Eins, von denen der zweite in den ersten übergehen 
soll durch eine Drehung um 90® im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers (Fig. 11). Dann läßt sich jeder beliebige Vektor 
der Ebene wie folgt ausdrücken: 

a = 0^161+ a2©2- 




^z 
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Diese Vektordarstellnng fahrt noch zu einer neuen Ponkir 
darstellung. Da nämlich 

80 folgt 

J. = i? + 0161+ 0,6,. 

Denmach kann ich im Hinblick auf Nr. 7 si^en: jeder Punkt 
der Ebene läßt sich enttoeder durch drei bdidnge Punkte oder 
durch einen beliebigen Punkt und swei bdidnge Vektoren dar- 
stellen. Die erstere Darstellung wird mit Vorteil bei geo- 
metrischen, die letztere meist bei Problemen der Mechanik 
angewendet. 

17. Historisches. — Die geometrische Addition der Vektoren 
findet sich zuerst bei Bellavitis in seiner Theorie der Äqui- 
poUenzen (1835). Statt zu sagen, zwei Vektoren sind gleich, 
wenn sie in Länge, Richtung und Sinn übereinstimmen, sagt 
Bellavitis vorsichtiger, sie sind äquipollent, und wählt dafür 
ein besonderes Zeichen. 

unabhängig von Bellavitis kommt F. Möbius in seiner 
Mechanik des Himmels (1843) auf die geometrische Addition 
der gerichteten Strecken. Auch Möbius scheut sich noch, das 
einfache Gleichheitszeichen anzuwenden, und schreibt ^ statt =. 
In dem gleichen Jahre (1843) ist auch Hamilton unabhängig 
von den beiden ebengenannten Mathematikern auf den Begriff 
und die Addition der Vektoren gestoßen. 

Endlich kommt Hermann Graßmann, unabhängig von 
seinen Vorgängern, in seiner Ausdehnungslehre vom Jahre 1844 
zu der Definition der „Strecke^ als Differenz zweier Punkte 
und von hier naturgemäß zur Zusammensetzung der Vektoren. 

„Es gehört dies zu den merkwürdigen Berührungen wissen- 
schaftlicher Arbeiten, wie sie so oft zum Erstaunen derer, 
welche so zusammentreffen, stattfinden.'^ (Graßmann, Ges. 
W. 1 1, 172.) 
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18. Multiplikation zweier Punkte. — Nachdem wir gesehen, 
was entsteht, wenn ich zwei Punkte addiere oder subtrahiere, 
erhebt sich die Frage: Was entsteht, wenn ich sie miteinander 
multipliziere? Offenbar ein Gebilde höherer Dimension oder, 
wie Graßmann sagt, ein Gebilde höherer Stufe als das Punkt- 
gebilde. Zugrunde lege ich folgende 

Definition: Durch Multiplikation zweier Funkte entsteht eine 
gerade lAnie von bestimmter Länge, bestimmter Richtung und 
bestimmtem Sinne, wobei auch ihre Lage insofern bestimmt ist, 
als die Stecke nur in ihrer eigenen Richtimg verschoben werden darf. 

Aus dieser Definition folgt, daß das Produkt zweier Punkte 
verschwinden muß, wenn die beiden Paktoren, das sind hier 
die beiden Punkte, zusammenfallen, und femer, daß es sein 
Vorzeichen ändern muß bei Vertauschung der beiden Faktoren, 
da ja doch dann nur der Bichtungssinn der Strecke geändert 
wird. Wir sehen also, daß diese Punktmultiplikation sich von 
der in der Algebra üblichen wesentlich unterscheidet. Ich will 
sie deshalb zum Unterschied durch einen besonderen Namen 
auszeichnen und mit Graßmann äußere Multiplikation und das 
Ergebnis der Operation äußeres Produkt nennen. Und um es 
auch äußerlich kenntlich zu machen, will ich es mit Graßmann 
in eckige IQammem setzen. Alsdann kann ich die charakte- 
ristische Eigenschaft des äußeren Produktes in der Form 

schreiben 

[ÄE] = - [BÄ], 

woraus folgt 

[ÄÄ] = 0, 

d. h. das äußere Produkt zweier Punkte ändert sein Vorzeichen 
bei Vertauschung der beiden Faktoren; insbesondere verschwindet 
es, wenn die beiden Faktoren zusammenfallen. 
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Das GebQde zweiter Stufe [^J5] hat sehr yerschiedene Namen 
bekommeiL Graßmann nennt es Linienteil; in Bnddes Mechanik 
findet man den Namen: linienflüchtiger Vektor, der sich wohl kanm 
Eingang Yerscha£Ft hat^ während Hyde die Bezeichnung: Ponkt- 
yektor (point-yector) nnd ßraßmann d. J. die Bezeichnimg: 
Stab wählen. Endlich bedient sich Timerding in seinem Enzy- 
klopädieartikel (IV, Heft 2) des Ausdruckes: gebmidener Vektor. 
Ich werde im folgenden das Gebilde, im Gegensatz znm freien 
Vektor, der parallel nach äUen Richtungen verschoben werden 
darf, gebundenen Vektor oder Stcib nennen. Freier und ge- 
bundener Vektor, die zu den Punkten A, B gehören, stimmen 
also in Länge, Richtung und Sinn überein, der erstere stellt 
sich dar als B — A=9l, der andere als [J.j5] = t, beide sind 
Ton A nach B gerichtet. 

Die äußere Multiplikation folgt also nickt mehr dem kommu- 
tativen Gesetz, Was die übrigen Gesetze angeht, so setze ich 
festf daß die äußere Multiplikalion das assoziative wie das 
distributive Gesetz befolgen soll. 

Multipliziere ich daher den freien Vektor B — A äußerlich 
mit dem Punkt A, so wird 

[A B-A']^[AB]-[AA] = [AB], 

da [AA"] verschwindet. Und nehme ich auf AB einen beliebigen 
Punkt, der sich darstellt als ^ + f^^B, an, so wird 

[A+mB B-A]^[AB] + m[BB]-[AA]-mlBA] 

= (l + m)[^B], 

d. h. aus dem freien Vektor wird durch äußere Multiplikation 
mit einem seiner Punkte ein gebundener Vektor. Diese 
Multiplikation mit irgendeinem seiner Punkte ist also gleich- 
bedeutend mit einem Festlegen der Verschiebungsrichtung des 
Vektors, daher die Namen: gebundener Vektor, Punktvektor. 
Wann sind zwei gebundene Vektoren einander gleich? 
Offenbar dann, wenn sie in allen charakteristischen Eigen- 
schaften übereinstimmen, also in ihrer Länge, Richtung, 
Richtungssinn und Verschiebungsrichtung. Die beiden Vektoren 
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AB^J!B^ müssen sicli daher durch Verrücken längs ihrer 
Kichtnng zur Deckung bringen lassen. 

19. Belaiion zwischen vier Punkten der Ebeney von denen 
drei Jcöllinear liegen, — Für drei kollineare Punkte Ä, B, C 
gelten zunächst die Beziehungen 

[B(J]Ä+ [GÄIB + IÄB]C = 0, [BC] + [CA] + [AB] = 0. 

Zum Beweise gehe ich aus von der kollinearen Beziehung 

C = XA + iiB, A + /i = 1 

und multipliziere sie äußerlich erstens mit B und zweitens 
mit A, so folgt 

[BCj^^klBA], [CA] = ii[BA]', 

^^ [AB]' ^~ [AB]' 

Werden diese Werte in die Kollinearitätsbeziehung ein- 
geführt, so ergeben sich die angegebenen Relationen. 

Zugleich ist hiermit die Begründung erbracht für den in 
Nr. 4 als De&iition aufgestellten Satz über den Schwerpunkt 
einer homogen mit Masse belegten Strecke. 

Bezeichnet nunmehr D einen beliebigen Punkt der Ebene, 
so werde die Vektorbeziehung 

[BC]A + [CA]B + [AB]C = 

äußerlich mit D multipliziert, dann entsteht 

[BC] [AD] + [CA] [BD] + [AB] [CD] = 0, 

und das ist eine Relation zwischen Tier Punkten der Ebene, 
von denen drei in gerader Linie liegen. 

AUe Belationen dieser Nummer bleiben übrigens bestehen^ 
wenn die gebundenen Vektoren durch freie ersetzt werden. 

SO. Addition gebundener Vektoren. — Um beliebige ge- 
bundene Vektoren der Ebene zusammenzusetzen, benutze ich 
die Eigenschaft, daß ein gebundener Vektor in seiner eigenen 
Richtung gleichsam wie in einer Schiene hin und her gleiten 
kann. Soll ich also die Summe [P^ ^J + [Pg Q^ konstruieren. 
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80 ßuche ich den Sclmittpunkt der Linien PiQi, P2Q2} ^^ 
sei Of und yerschiebe die gebundenen Vektoren derart^ daß 
sie in die Lage von OA^ und OA^ kommen; alsdann ist; wie 
die Figur zeigt, [P,Q,] + [P^Q,] 

= [OÄ,] + [0^] = [0 Ä.+ A,']^ 2[0E] = [OBl 

d. h. die Summe der beiden gebundenen Vektoren ist gleich 
der Diagonale des zugehörigen Vektorparallelogramms, welche 
Ton dem gemeinsamen Schnitt jener Vektoren ausgeht (Fig. 12). 

Sollen mehr als zwei 
Vektoren addiert werden, 
so ist nach dem soeben 
dargelegten Verfahren die 
Resultante der beiden ersten 
Vektoren mit dem dritten, 
die Resultante der ersten 
drei Vektoren mit dem 
vierten Vektor usw. zu- 
sammenzusetzen. 

Beachte ich noch, daß 
[Pö] = — [^P], daß also das mitgeteilte Kompositionsverfahren 
auch für die Subtraktion gebundener Vektoren Gültigkeit be- 
sitzt, dann kann ich allgemein sagen: Die Summe beliebig 
vieler gebundener Vektoren in der Ebene läßt sich immer auf 
einen einzigen gebundenen Vektor zurückführen. 




Fig. 12. 



21. Zerlegimg eines gebundenen Vektors nach drei beliebigen 
Picktungen, — Ich erinnere an das Resultat der Nr. 7, wonach 
jeder Punkt der Ebene linear durch drei beliebige Punkte dar- 
gestellt werden kann. Demnach lassen zwei Punkte P, Q 
folgende Darstellung zu: 

P =- x^E^+ x^E^+ x^E^j x^ + x^ + x^^\^ 

Q^y^E^ + y^E^ + y^E^y yi-^y^+Vz-^- 

Ich multipliziere die beiden Punkte äußerlich miteinander 
und erhalte 
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= a!,J^i [EiE^'\ + x^yy, lE^E^'l + x^y^ [E^E^^ + x^y^ \E^E^-\ 

+ x^y^ [-Eji?,] + a^yj \ßt^^, 
woraus wegen 

\E,E,\ [E,E,-\, \E,E,-\^--\E,E,l [^2^1] = -[^1^2] 

folgt 

d. h. jeder gebundene Vektor läßt sich nach den Seiten des 
Yektorbezugsdreiecks E^E^E^, also nach drei beliebigen Rich- 
tungen zerlegen^ oder^ wie ich auch sagen kann: Zwischen 
vier beliebigen gebundenen VeJctoren der Ebene besteht immer 
eine linea/re Belation. Ich erinnere zum Vergleich an den 
entsprechenden Satz fiir die freien Vektoren (vgl. Nr. 15), 
wonach bereits drei beliebige freie Vektoren durch eine lineare 
Belation yerbunden sind. 

Die in der Darstellung für [PQ] auftretenden Koeffizienten 
sind nichts anderes als die homogenen Koordinaten der geraden 
Linie, es sind die ünterdeterminanten der aus den Punkt- 
gewichten gebUdeten Matrix 

X^ X^ Xq 

Vi 2/2 ys 

22. MultipliTcation dreier PwnMe. — Stellt der Punkt ein 
Gebilde nuUter Dimension (nach Graßmann erster Stufe) 
dar, so repräsentiert das Produkt zweier Punkte ein Gebilde 
erster Dimension (bzw. zweiter Stufe), d. i. der gebundene 
Vektor oder Linienteil oder Stab. Durch Multiplikation 
dreier Punkte werde ich naturgemäß zu einem Gebilde zweiter 
Dimension (bzw. dritter Stufe) aufsteigen, einem Flächenteil. 
Ich stelle die Definition auf: Durch Multiplikation der PunJcte 
P, Qf B entsteht ein Parallelogramm, wovon drei EcJcen in diese 
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Punkte fallen, tmd dessen Umfahrungssinn durch die Beihen- 
folge der Faktoren bestimmt ist, geschrieben [PQE]. 

Da man beim Parallelogramm in der Ebene nicht mehr 
von Richtung reden kann — sonst würden wir ja in den Kaum 
hinaustreten — , so hat das äußere Produkt [PQE] keinen Vektor- 
charakter mehr, es ist eine Zahlengröße, die von Bewegungen 
des Koordinatensystems unabhängig ist, oder, wie man nach 
Hamilton auch sagt, ein SkcHar, der je nach dem umfahrungs- 
sinn im positiven oder negativen Sinn positives oder negatives 
Vorzeichen erhält, sein Wert wird gegeben durch den Flächen- 
inhalt des zugehörigen Parallelogramms oder den doppelten 
Inhalt des zugehörigen Dreiecks PQB. 

Die für die äußere Mul- 
tiplikation zweier Punkte 
aufgestellten Rechenregeln 
sollen auch hier Geltung 
behalten, insbesondere er- 
weitert sich eine derselben 
naturgemäß zu folgender: 
das äußere Produkt dreier 
Punkte ändert sein Vor- 
zmhen bei Vertauschung 
zweier Faktoren, folglich 
wird es Null, weim zwei Faktoren einander gleich werden. 
Daher ist 

= — [-Bj J?i J5j] = — [E^E^E^ = — [E^E^E^. 

Der Einf&chheit halber kann noch der doppelte Inhalt des 
Bezugsdreiecks gleich der positiven Einheit gesetzt werden. 

28. Übungen, — 1) Addition von ParaUdogrammen, — Die 
Summe zweier Parallelogramme mit gemeinsamer Seite in ein 
Parallelogramm zu verwandeln (Fig. 13): 

[PQB,] + [PQB,] = [PQ R, + IQ^2 [PQK]; 

allgemein 

2^[PQB,] = [PQ SRij^nlPQE], 




Fig. 13. 
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Fig. 14. 



WO B den Mittelpunkt des Polygons B1R2 . . , Rn bedeutet, der 
nach dem Früheren leicht zu konstruieren ist. 

Die Summe zweier Parallelogramme mit gemeinsamer Ecke 
in ein Parallelogramm zu verwandeln (vgl. Fig. 14): 

[P, Q,E] + [P, Q,R] = [P,Q, + P,Q, E] = [PQE]; 
aUgemein 

S^IP,Q,E] = [PQE]. 

2) Neue Form der 
Bedingung für die Tcol- 
linea/re Lage dreier 
Pwnkte, — Liegen P, 
Qy B m gerader Linie, 
so verschwindet der 
Inhalt des von ihnen 
gebildetenDreiecks, also 
lautet die in Bede 
stehende Bedingung 

iPQE\ = Q. 

Will ich diese Gleichung in die Sprache der analytischen 
Geometrie umsetzen, so benutze ich die Darstellung 

Q = y^E^+y^E^ + y^E^, 
B = z^E^ + z^E^ + ^3^3. 

Hieraus folgt zunächst 

iFQ] = {x^y^ ~ x^y^) \E^E^^ + {x^y^ - x^y^) \E^E^^ 

Und wird diese Gleichung äußerlich mit dem Punkte B multi- 
pliziert, so entsteht 

[PQB\ = z^ {x,y^ - x^y^) [E,E,E^] + 0, (x,y^ - x^y,) [E^E^E,] 

+ h (p^iVt - ^22/1) [^s-^1^2] = I ^i Vi ^i I \ßi^^E-^y 

wenn die in Nr. 32 gegebenen Rechenregeln beachtet werden. 
Demnach setzt sich die Bedingung [PQB'\ = um in die andere 
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d. h. wenn drei Funkte kollinear liegen^ Yerschwindet die aus 
ikren neun Gewichten gebildete Determinante 

5/j ^2 *^B' 

Vi Vi Vs 

^1 ^2 ^8 

ein aus der analytischen Geometrie wohlbekanntes Resultat. 

24. Die haryzentrischen Koordinaten eines Punktes, Schwer- 
punJä der Dreiecksfläche. — Ich gehe aus yon der Punkt- 
darstellung 

P= x^E^ + x^E^ + x^E^j x^ + x^'\-x^^\ 

und frage nach der geometrischen Bedeutung der Gewichte 
^i; ^> ^3- Zu dem Ende multipliziere ich die Gleichung 
äußerlich mit [E^E^^ so wird 

da \E^E^E^ und \E^E^E^ verschwinden, daher 

'^ \.E,E,E,-\ 

Ebenso multipliziere ich die Gleichung mit [J5j^j] und [E^E^ 

so ergibt sich 

_ \PE,E,-\ _ [PE,E ,-\ 

^« [E,E,E,-\ iE,E,E,y 

_ [PE,E,-\ _ {PE,E,-\ 
^» \.E,E,E,-\ lE,E^E,-\ 

Setze ich diese Ausdrücke ein^ so nimmt die Ausgangs- 
gleichung die Gestalt an 

lE,E,E,^p= \fe,e,^e^+\fe,e;\e, + \_fe^e^'\e^. 

Was heißt das? Die Koeffizienten, welche bei der Dar- 
stellung eines beliebigen Punktes der Ebene durch drei gegebene 
Punkte auftreten, sind den Flächeninhalten jener drei Teildreiecke 
proportional, welche der beliebige Punkt mit den gegebenen 
Punkten bildet. 
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Die gewonnene Gleichung sagt femer aus^ daß ich 
drei beliebige Punkte E^, E^, E^ der Ebene allemal durch einen 
einzigen Punkt P ersetzen kann^ wenn ich jedem ein 
Gewicht zuordne^ das den Flächeninhalten der Teildreiecke 
PE^E^, PE^E^j PE^E^ bzw. proportional ist. Oder anders 
ausgedrückt: ich kann jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt 
irgendeines Dreiecks derselben Ebene auffassen^ wenn ich nur 
die Ecken des Dreiecks in vorgeschriebener Weise beschwere. 
Man nennt deshalb die obige Punktdarstellung baryzentrisch 
und die Gewichte x^, x^, x^ die baryzentrischen Koordinaten 
des Punktes P. 

Hiermit ist der fundamentale Gedanke von Ferdinand 
Möbius, jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt dreier vor- 
gegebener Punkte aufzufassen^ genügend herausgeschält. 

Zugleich liegt hierin der Beweis für den in Nr. 5 als 
Definition hingestellten Satz. Bei einem homogenen Dreieck 
sei nämlich 

dann stellt sich sein Schwerpunkt 8 in der Form dar 

25. Deutung der gebundenen Vektoren in der Statik und 
Kinematik. — Da die an einem starren Körper angreifende 
Kraft bestimmte Intensität, Richtung und Richtungssinn hat, 
nnd da ihr Angriffspunkt nur in ihrer eigenen Richtung ver- 
legt werden darf, kommt man dazu, den gebundenen Vektor 
als Abbild der kinetischen Kraft zu deuten. Ihre nähere Be- 
gründung erföhrt diese Auffassung dadurch, daß die bekannten 
Gesetze^ welche für die geometrische Addition gebundener 
Vektoren gelten^ sich auf die Kräfte übertragen lassen. 

In der Tat, die Konstruktion, welche wir in Nr. 20 für die 
Zusammensetzung zweier gebundener Vektoren kennen gelernt 
haben, liefert für die Statik das Gesetz vom Parallelogramm 
der Kräfte. Und der Satz über die Zusammensetzung beliebig 
vieler gebundener Vektoren in derselben Nummer läßt sich 
umdeuten in den bekannten Satz der Statik: Die Summe be- 
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Kebig vieler Kräfte, deren Richtungen sämtUch in eine und 
dieselbe Ebene fallen, läßt sich stets auf eine einzige Kraft, 
die Resultante, zurückführen. 

Betrachte ich anderseits ein starres System, welches nur 
Drehungen um Achsen ausführen kann, die einer festen Ebene 
angehören, so kann ich die Drehungen dieses starren Körpers 
als gebundene Vektoren auffassen, deren Länge durch die 
Winkelgeschwindigkeit, deren Richtung und Sinn durch Dreh- 
richtung und Drehsinn bestimmt werden. 

Bei dieser kinematischen Deutung setzen sich die Rechen- 
gesetze des gebundenen Vektors um in die Sätze über die 
Drehungen eines starren Körpers um Achsen einer Ebene. So 
liefert die Addition zweier gebundener Vektoren das Gesetz 
vom Parallelogramm der Drehungen und der Satz über die 
Zusammensetzung beliebig vieler gebundener Vektoren den 
kinematischen Satz, daß die Summe beliebig vieler Drehungen, 
die ein starres System um Achsen einer Ebene ausfuhrt, auf 
eine einzige Drehung reduzierbar ist. 

Ich hebe noch die statische Deutung des äußeren Pro- 
duktes aus drei Punkten hervor oder, wie ich auch sagen kann, 
des äußeren Produktes aus einem gebundenen Vektor und 
einem Punkt. Nämlich, ich kann [PQK] deuten als das 
Moment der Kraft [PQ] in bezug auf den Momentenpunkt ü. 
Alsdann setzt sich z. B. die in Nr. 23 mitgeteilte Gleichung 

[PxQiE] + [P^QiE] + •■• + [PnQnR] = [PQRl 

WO n 

2^[PiQi]-lPQl 

in den bekannten Satz um: Die Summe der Momente beliebig 
vieler Kräfte in bezug auf einen Punkt ist gleich dem Moment 
ihrer Resultante in bezug auf denselben Punkt. 

26. Übungen: Darstellung merkvmrdiger Funkte des Drei- 
ecks, Bdation zwischen sechs Funkten der Ebene, — 1) Auf 
Grund der baryzentrischen Punktdarstellung nachzuweisen, daß 
der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC sich darstellt als: 

25/= aÄ + bB+cC, 2s^a + b + c, 
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oder wenn die Berührungspunkte des Inkreises mit den Dreiecks- 
seiten A^y B^y G^ genannt werden, in der Form: 

2) Die Ankreismittelpunkte des Dreiecks ABC stellen 
sich dar als 

2{s -a)J^=^-aA+lB + cCy 

2(s-b)J^^ aA-bB + cCy 
2(5~c)J8= aA+bB-cC. 

3) Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks stellt sich, wenn 
z/ den Dreiecksinhalt bezeichnet, in der Form dar: 

^Jf=sin2a.^+sin2/J.JB+sin2y.(7 
oder 

— M =^ a cos U'A+b cos ß-B + ccosy-C 

oder 16^2 Jf = 

a\b^+c^-a^)A + b\c''+a^-b^)B + c^a^+b^-^c^) C, 

4) Zu beweisen, daß der Höhenschnitt des Dreiecks ABC 
die Darstellung zuläßt: Iß^^H^ 

[a^- (62_ cy]A+ [6^- (c«- a'^y]B + [c^- (a^- by]C 
oder 

—H= a cos ß cos y-A+b cos y cos cc-B + c cos cc cos ß • G. 

5) Der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises ist — F 

= (bco8ß + c cos y)A+(ccoBy + a cos a)B + (a cos a + 6 cos ß) G 
= a cos (j8 — y) • J. + 6 cos(y — a)'B + c cos(a — ß)-G. 

6) Das Theorem über die Eulersche Gerade abzuleiten: 
H+2M=3Sy K+M=2Fy 2F+M=3Sy AF^H+SS. 

7) Trägt man auf den vom Inkreismittelpunkt auf die 
Seiten eines Dreiecks gefällten Loten in gleichem Sinne gleiche 
Strecken ab und zieht von den so erhaltenen Punkten die Ecken- 
linien, so schneiden sich diese in einem Punkt. 
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8) Teilt man die Yom ümkreismittelpuiikt auf die Seiten 
eines Dreiecks gefällten Lote in demselben Verhältnis und 
zieht von den so erhaltenen Punkten die Eckenlinien, so 
schneiden sich diese stets in einem Punkt der Eulerschen 
Geraden. 

9) Teile ich die Seiten eines Dreiecks Ä^A^A^ durch drei 
Punkte im Verhältnis m:n, so schließen die nach den Teil- 
punkten gezogenen Eckenlinien ein Dreieck GiG^C^ ein, das 
zum gegebenen baryzentrisch liegt. Dabei stellen sich die 
neuen Punkte wie folgt dar: 

(m*+ mn + n^C^= w? A^+ n^ A^ + mnA^, 
(m^ + mn + 11^)0^ = mn Äj^ + m^ A^+ n* -4g; 
(m^ + mn + w*) C^ = n^ Äj^ + mn A^+ m^ A^. 

10) Zu beweisen, daß zwei Dreiecke, die zweifach per- 
BpektiT Bind, auch dreifacsh perspektiv Uegen. 

11) Liegt das Dreieck TT^ U^ U^ dreifach perspektiv zum 
Dreieck A^A^A^y so gilt folgende Darstellung: 

{fhßi + ^ßs + «8 A) ^1 == «1 AA + ^ßzA + ^ßiAy 

(«iA+ «2/J1+ «SÄ) ü,^ ^ß2A + cc,ß^A + cc,ß,A„ 

wo c^, cc^y 0^; ßif ßi, jSs beliebig sind und als die barjzen- 
irischen Koordinaten zweier beliebiger Punkte gedeutet werden 
können. 

12) Die Perspektivitatszentren des Dreiecks JB^^JR,, wo 

aB^ « a^A^ + cc^A^ + a^A^, 
aB^ = cc^A^ + «3^ + a^A^, 
aB^=a^Ai+a^A^+ a^Ä^^ 

bezogen auf das Dreieck A^A^A^^ stellen sich dar in der 
Form 
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(«203+ ^«1+ (hCC2)P2=fh^A+ ^^A+ «2«S-^3> 
(02^3+ 03^1+ 010^)^3 ==«3«fl^l+ <^«3^+ «1^^3; 

bezogen auf das Dreieck B^B^B^, in der Form 

(©2 CDs + ^3*^1 + o'iO^e) A = ©2^3-^1 + OiO^JSg + co^co^B^f 

(cDgOg + OJgOi + ©iCDg) Pg == CO^^^^l + OgOiBg + ©20853, 



WO 



G>1 = «2^3 — «l^ «^2 = «3«1 — <^^ % = «102 - «3^- 



13) Jeder Punkt, der 
auf der Verbindungslinie 
der Mitten zweier Diago- 
nalen eines Vierecks liegt, 
hat die Eigenschaft, daß 
die Summen der beiden 
Dreiecke, deren Grund- 
linien zwei Gegenseiten 
des Vierecks sind, und 
deren Spitze der Punkt 
ist, einander gleich sind 
(vgl Fig. 15). 

Zum Beweise sei D 

2M=A+C, 22V=B + D; 
P = XM+iiN, l + n = l, 

80 folgt 




rig. 15. 



daher 



2P = X(Ä+C) + ii(B + Dj; 
2[ÄBP] = X[ÄBC] + (i[ÄBD], 
2[CDP] = X[CDA] + (i[CI)B], 
2\_BCP] = X[BCÄ\ + ii[BCD], 
2[DäP] = X[DÄG] + ii[DÄE], 

lABP] + [CDP] = [BCP] + [DAP]. 



Jahnke, YorleBungen über die Yektorenrechnang. 



3 
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Zusatz: Diese Relation gilt oiSenbar für den Mittelpunkt 
des Umvierecks eines Kreises. Daher ergibt sich der Newton- 
sche Satz: Im ümviereck eines Sjreises geht die Verbindungs- 
linie der Diagonalmitten durch den Ereismittelpunkt. 

14) Relation zwischen sechs Punkten, die einer und der- 
selben Ebene angehören. — Die Punkte seien A^^ A^, • • --ig, 
so ist zunächst 

\AiA^A^\A^^=* \A^A^A^A^ + YA^A^A^\A^ + \A^A^A^\A^. 

Mit [^5-^1 äußerlich multipliziert, finde ich 

und das ist eine Beziehung zwischen den Dreiecken eines 
Sechsecks. Setze ich diese Formel in die Sprache der ana- 
lytischen Geometrie um (vgL Nr. 28), so ergeben sich die 
seit Gayley bekannten Determinantenidentitäten 



wo {x^x^x^ = 



Si ^s h 



} (^A^^e) — 



X^X^Xq 
^4 ^6 ^6 



USW. gesetzt ist« 



Bestehen noch mehr Relationen zwischen sechs Punkten 
der Ebene? 

In dem speziellen Fall, wo A^ und A^ zusammenfallen^ 
ergibt sich eine Relation zwischen den Dreiecken eines Fünf« 
ecks (vgl. Möbius, Baryzentr. Galcul, G^s. W. I, S. 201). 

15) Die vorstehende Relation liiert zugleich die Lösung 
einer einfachen Aufgabe der Statik: 

Von einem System in einer Ebene enthaltener Kräfte 
sind fOr drei Punkte JE^, E^, E^ der Ebene die Momente des 
Systems gegeben. Das Moment der Resultante f&r irgendeinen 
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vierten Punkt P der Ebene zu finden. — Der vektorielle An- 
satz knüpft an die Formel an: 

[E,E,i:,-]P= IPE,E,-\E, + [PE,E,-\E, + [PE,E,-]S,. 

Wird die Resultante der Kräfte gleich [XY] bestimmt^ so 
werde diese Formel äußerlich mit [XY] multipliziert, alsdann 
lehrt die Relation 

lE,E,E,-\ [PXT] = [PE,E,] [E,X T\ + [PE,E,-] [E^XT] 

+ iPE,E,-\[E,XT\ 

das gesuchte Moment bestimmen (vgl. Möbius, Statik, Ges. 
W. m, S. 68). 



* 



Viertes KapiteL 

■flltiyliluiliam dar trtAtm Tektorou 

27. Äußere MttUipUkation zweier freier VMoren. — 
in Nr. If gezeigt habe, liAt «idi jeder freie Vektor der Ebene 
linear dardi die beid^i Einbeitsrektoren ^^ ^ darstellen. lEs 
müssen daher die Begdn für die MtdtipUkalion zweier hdiebiger 
Vddoren aus den Begdn für das MultipUzieren der beidem 
Einhdtsvektoren hervorgehen. Anderseits yerlangt das Prinzip 
Ton der Permanenz der Bechenr^eln, daß die far die änßere 
Multiplikation Ton Punkten aufgestellten Becbenr^eln aach 
erhalten bleiben f&r die änßere Multiplikation Ton VMoren. 
In diesem Sinne behalte idi die Schreibweise der äußeren 
Multiplikation bei und setze fest, daß 

[e,ej = [e,e,] = 0, [e,ej = - [e,e,], 

d h. das äußere Produkt zweier Vektoren ändert sein Vorzeidien 
bei Vertauschung der beiden Faktoren. 

In der Schreibweise will ich indessen eine yerein£ekchnng 
eintreten lassen und fiberall da, wo kein Mißyerstandnis 
zn beffirchten ist, die eckigen Klammem weglassen. Bei 
der Multiplikation von Punkten ist diese Vereinfachung nicht 
zu einpfehlen, weü bei Forthissung der Khunmem die 
yektorielle Strecke AB sich äußerlich in nichts Ton der 
numerischen Strecke AB unterscheiden würde. Hier, wo ich 
die freien Vektoren durch fette Buchstaben äußerlich herror- 
hebe, ist die Ge&hr eines Mißversi^dnisses im allgemeinen 
nicht Yorhanden. Nur bei komplizierteren Gleichungen werde 
ich auch bei der äußeren Multiplikation freier Vektoren die 
eckigen Klammem beibehalten. 

Ich komme nun zur geometrischen Deutung des Produktes 
zweier Vektoren und treffe die Festsetzung: es sott e^ e^ 
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das durch e^, % bestimmte Quadrat mit positivem Umfahnmgs- 
sinn da/rstdlen, dessen Inhalt gleich der positiven Einheit gesetzt 
werde, also 



6^62 



1. 



Endlich sei hervorgehoben, daß die übrigen Gesetze der 

gewöhnlichen Multiplikation (so das assoziative und das 

distributive Gesetz) ihre Geltung beibehalten sollen. Ich wiU 

alsdann untersuchen^ wie sich diese Festsetzungen auf die 

Multiplikation beliebiger Vektoren übertragen. 

Sei 

a = «161 + 026,, 

b = 6161 +6,62, 
so wird 

ab = [ai6i + «362 6161 + 62^1] = 
Ol 61 [6161] + Ol 62 [6162] + a^bi [6261] + Ogftj [Ö262], 
woraus mit Bücksicht auf die obigen Bedingungen 

ab = ai&2 — 0^261, 

d. h. auch das äußere Produkt zweier beliebiger freier Vektoren 
der Ebene ist keine Vektorgroße mehr, sondern ein Skalar, 
und zwar eine geo- 
metrische Zahlen- 
größe von der 
zweiten Dimension^ 
welche das Vor- 
zeichen wechselt bei 
Vertauschung der 
beiden Faktoren. 

Der Ausdruck 
für ab läßt sich 
noch in eine ein- 
fache trigonome- 
trische Form kleiden. 
Nämlich aus Fig. 16 

^^^ Ol = a cos (61, a), 61 = & cos (61, b), 




Fig. 16. 



woraus 



Og = a sin (61, a), b^=bBin (61, b), 
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a^b^ — Oj&i = a& { sin (e^, b) cos (e^, a) — cos (e^, b) sin (e^, a) } 

« a6 sin { (Oj, b)P-- (e^, a) } 
oder 

ab ^ab sin(a; b); 

d. h. das äußere ProdtM zweier bdiebiger Vektoren stellt den 
FlächeninhaU des von Urnen gebildeten PardUdogramms mit 
bestimmtem UmfaJmmgssinn (in der Bichttmg von a nach h) dar. 

28. Innere MulUplUcation zweier freier Vektoren, — Neben 
der äußeren Multiplikation hat Graßmann noch die innere 
Multiplikation zweier freier Vektoren eingeführt. Er schreibt 
das innere Produkt der beiden Vektoren a^ b in der Form [a | b]. 
Ich werde überall da, wo kein Anlaß zum Mißverständnis vor- 
liegt; einfach a|b schreiben. 

Auch die Regeln für die innere Multiplikation zweier be- 
liebiger Vektoren müssen hervorgehen aus den Regeln für das 
innere Multiplizieren der Einheitsvektoren. Es genügt daher^ 
diese den folgenden Bedingungen zu unterwerfen: 

©1 I ©1 s= ©3 I ©2 == 1, ®1 I ®2 ^^ ^; 

d. h. multipliziere ich einen Einheitsvektor innerlich mit sich 
selber^ so erhalte ich eine Zahlengröße und zwar die positive 
Einheit y während das innere Produkt der beiden Einheitsvektoren 
verschwindet. 

Sehen wir zu^ wie sich diese Festsetzungen auf beliebige 
Vektoren übertragen. Zu dem Ende multipliziere ich 

a = öl©! + a2©2, b = 6i©i + J^©, 
innerlich miteinander und erhalte 

a I b = Ol 6i [©1 1 ©J + a^ \ [©^ | ©,] + «a '^i 1% I ®i] + <hb%\!^\ ©s]; 
woraus im Hinblick auf die obigen Bedingungen 

a|b = ai6i+aj62, 

d. h. auch das innere Produkt zweier beliebiger freier Vektoren 
der Ebene ist keine Vektorgröße mehr, sondern ein Skalar 
und zwar eine geometrische Zahlengröße zweiter Dimension, 
welche von der Reihenfolge der Faktoren unabhängig ist. 
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Führe ich noch in den Ausdrack für a{b die trigono- 
metrischen Ausdrücke für a^, a^, h^ ^s ^^^ ^^* ^ ^^f 
so wird 

a I b = a6 { cos (e^, a) cos (e^, b) + sin(ei, a) sin (e^, b)} 

= ab cos {(Ci, b) — (Oj, a)} 
oder 

a I b = a & cos (a, b). 

Hieraus folgt für b = a: 

a I a = a* 
oder 

a = yäja. 

Weiter folgt die Bedingung dafür^ daß die beiden Vektoren 
a, b senkrecht aufeinander stehen^ in der Form 

a I b = 0. 

Ihrer Wichtigkeit wegen will ich die Ergebnisse der 
Nummern 27, 28 noch zusammenfassend aussprechen: 

Das äußere um das innere Produkt zweier freier Vektoren 
der Ebene liefern keine Vektorgrößen mehr, es sind geometrische 
ZaJdengrößen der zweiten Dimension. Doch haben diese Skalare 
verschiedenen Charakter. Während das äußere Produkt bei 
Vertauschung der Faktoren sein Vorzeichen (das ParaUdogramm 
seinen ümfahrungssinn) wechselt, besitzt das innere Produkt die 
kommuitative Eigenschaft. 

Die Verschiedenheit der beiden Produktformen findet ihren 
unmittelbarsten Ausdruck in den Formeln 

ab =» ab sin (a, b), a | b — a& cos (a^ b). 

29. Ergänzung eines Vektors. Multiplikationstabelle. — Die 
beiden letzten Formeln der vorigen Nr. legen den Gedanken 
nahe, ob es wohl möglich ist, die innere Multiplikation auf 
die äußere zurückzuführen. Dies gelingt in der Tat durch 
Einführung eines neuen Vektors, der aus b entsteht durch 
Drehung dieses Vektors um 90® im positiven Sinn. Ich nenne 
ihn (im Anschluß an ör aß mann) die Ergänzung des Vektors b 
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und öchreibe ihn |b, wobei der vorgesetzte Vertikalstricli ^) 
die Er^nznng andeuten soll (sprich: Ergänzung b). Bei 
Zurückfuhrung auf den Einheitsvektor lautet die Definition: 
Die Ergänzung eines Einheitsvekiors ist derjenige Einheitsvektor, 
welcher hei Drehung um 90^ im positiven Sinn hervorgeht 
Hieraus folgt 



ferner 



%- 



e 



1^ 



e,= 



e 



i> 



a==aiei+ör2|ei, 



folglich 



a = «1 1 e^ + «3 

a == «1 II Oj — Og 

a = — a. 



e. 



ÖTi 



®1 ~ ^2®i; 



61= — a^e^ — a^ |e 



'i> 



Setze ich diese 
Formeln in die 
Zeichnung um, so 
sehe ich; daß auch 
der einem belie- 
bigen Vektor vor- 
fi^esetzte Ers^än- 
Lgsstrich nur 
die Richtung des 
Vektors um 90^ 
im positiven Dre- 
hungssinn ändert, 
seine Länge un- 

geändert läßt (vgl. Fig. 17). 

Danach kann ich sagen, daß das innere Produkt zweier 
Vektoren sich als äußeres Produkt aus dem ersten Vektor 
und der Ergänzung des zweiten auffassen läßt: Denn das 
äußere Produkt, gebildet aus a und |b, d. h. [a(|b)] ist gleich 

1) Die Berechtigung dazu, den schon beim inneren Produkt ver- 
wendeten Vertikalatrich in einer neuen Bedeutung zu verwenden, er- 
gibt sich erst aus dem Folgenden. Eigentlich hätte ich ein neues Zeichen 
einführen müssen, das erst nach dem Identitätsbeweise durch den 
Vertikalstrich zu ersetzen gewesen wäre. 




Pig. 17. 



Das äußere Produkt zweier Vektoren und dreier Punkte. 
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ab sin (a, | b), da doch der numerische Wert von [ b wieder 
gleich b ist; und femer 



ye 



also 
folglich 



(a, I b) = ^ + (a, b), 

sin (a, I b) = cos (a, b); 
[a(|b)] = [a|b]. 



Hiermit ist nachträglich der Beweis dafär erbracht^ daß der 
Vertikalstrich, welcher zuerst beim inneren Produkt auf- 
trat, mit demjenigen identisch ist, welcher die Ergänzung 
charakterisiert. 

Ich will noch die über das Multiplizieren der Einheits- 
vektoren getroffenen Festsetzungen in einer Tabelle zusammen- 
stellen: 

Tabelle L 





«1 


®8~ ®1 


©2 — ©1 — ©1 


e, 





1 





«» 


-1 





• 1 


«2 





-1 






Dieselbe gibt das Resultat der äußeren Multiplikation eines 
Einheitsvektors in der Vertikalen mit einem solchen in der 
Horizontalen. 

30. Zusammenhang des äußeren Produktes zweier Vektoren 
mit dem äußeren Produkt dreier Punkte. — In Nr. 18 habe ich 
den Zusammenhang zwischen dem gebundenen und dem freien 
Vektor dargelegt und gezeigt, daß das äußere Produkt [P1P2] 
sich als äußeres Produkt eines Punktes mit einem freien 
Vektor, nämlich [P^ Pj — P^] auffassen läßt. 

Analog läßt sich das äußere Produkt dreier Punkte als 
Produkt eines Punktes mit dem Produkt zweier freier Vektoren 
oder eines gebundenen mit einem freien Vektor darstellen: 

[p,p,p,] = [p, p,-p, p,-p,]=[p,p, p,-p,]. 
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Im AnscUiiß liienui will ich die Bedingongen zusammen- 
stellen, welche wir fOr die besonderen Lagen zwischen Pnnkten 
nnd Linien der Ebene gefunden haben: 

[P^Pj] » als Bedingung daf&r, daß zwei Ponkte anfein- 
ander fjEtllen, 
[P^P^P^I => als Bedingung daftlr, daß drei Punkte kollinear 

liegen, 
[Pa] = als Bedingung daf&r, daß ein Punkt in eine 

Linie fallt, 
ab = ak Bedingung dafOr, daß zwei Linien parallel 

sind, 
a I b = als Bedingung dafär, daß zwei Linien aufein- 
ander senkrecht stehen. 

31. Deuitmg des äußeren tmd inneren Produktes etceier 
Vektoren fü/r die Mechanik. — Das äußere Produkt dreier 
Punkte [PQiZ] habe ich bereits als das Moment der Erafb [PQ] 
in bezug auf den Punkt ü gedeutet. Nun ist aber, wie in 
voriger Nummer gezeigt, das Parallelogramm, wovon P, Q, 12 
drei Ecken bilden, gleich dem Parallelogramm, gebildet aus 
der Ecke P und den Vektoren Q — P, R— Q oder aus den 
Vektoren [PQ] und R — Q, und wenn diese gleich k, v bzw. f, V 
gesetzt werden, 

[Peü] = LPkT] = [lT]. 

Kommt es nun bloß auf die Größe des Momentes an, nicht 
auf die Lage in der Ebene, so kann ich von dem Punkt, der 
es gewissermaßen in der Ebene festheftet, absehen und [kv] 
statt [Pkv] setzen. Demnach stellt das äußere Produkt zweier 
Vektoren das statische Moment einer Kraft in hezug auf einen 
Punkt da/r. 

Das auf den ersten Blick befremdliche Gesetz, wonach 
ein äußeres Produkt freier Vektoren bei Vertauschung der- 
selben das Vorzeichen wechselt, bedeutet hiemach nichts 
anderes, als daß die Kräfte einander verstärken, wenn sie vom 
Drehpunkt aus betrachtet nach derselben Seite gerichtet sind, 
hingegen einander entgegenarbeiten, wenn sie nach der ent- 
gegengesetzten Seite gerichtet sind, so daß, wie Oraßmann 



Dentang des äußeren tmd inneren Produktes freier Vektoren. 43 

sagt, ,, durch den Begriff des Momentes^ nach welchem die Natur 
selbst verfährt, jener Begriff des äußeren Produktes gerecht- 
fertigt wird*^ 

Bas innere Produkt zweier VeJctoren läßt sieh als die 
Arbeitsleistung, bezogen auf die Zeiteinheit, deuten. Nämlich, 
da es sich um zwei freie bzw. um einen gebundenen und 
einen freien Vektor handelt, darf ich einen der freien Vektoren 
bzw. den gebundenen Vektor als Kraft deuten; den anderen 
freien Vektor deute ich als Verschiebung des Angriffspunktes 
der Kraft, dann ist 

k I V = X;«; cos (k, v) oder f | v = lö cos (I, v) 

nichts anderes als das Produkt aus dem in der Zeiteinheit 
zurückgelegten Weg in die Projektion der Kraft auf die Weg- 
richtung, d. h. die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit. 

Hiernach stellt sich für die Ebene das Prinzip der vir- 
tuellen Verrückungen in einfacher Weise wie folgt dar: Die 
nKräfte einer Ebene li; (g, . . • (n mögen auf ein starres System 
wirken, so ist es nach Nr. 11 möglich, eine Resultante { zu 
finden, derart daß 



Nun mögen die Angriffspunkte der Ejräfte eine virtuelle Ver- 
rückung erfahren, welche ich, da sie eine bestimmte Länge, 
bestimmte Richtung und Sinn hat, als Vektor ¥ darstellen 
kann; dann werde diese Gleichung innerUch mit T mnlti- 
pliziert, so wird 

[« I y] = i P^ I T]. 

Soll nun das System unter dem Einflüsse der n Kräfte in 
Ruhe bleiben, so muß die von der Resultante geleistete Arbeit 
für jede virtuelle Verrückung verschwinden, folglich auch, wie 
die Gleichung zeigt, die algebraische Summe der von den 
Kräften geleisteten Arbeiten. 

Es zeigt sich schon hier die überraschende Tatsache, daß 
die beiden VerJcnüpfungen zum äußeren und inneren Produkt 
gerade diejenigen Verknüpfungen sind, welche für die Mecha/nik 
des starren Körpers fundamentale Bedeutung besitzen. 
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32. Hohensatz am Dreieck. Trigonometrische Beziehungen 
am Dreieck imd Viereck. — 1) Die von Ä und B auf die 
Seiten BC bzw. CA gefällten Lote mögen sich in H treffen. 
Dann ist zu zeigen^ daß auch HG auf AB senkrecht steht. 

Nach Voraussetzung verschwinden folgende beiden inneren 
Produkte: 

[^--ff|C-S]=0, [B-Jff|^~C] = 0, 

die ich auch wie folgt schreiben kann 

[A-H\C'-H-{B-S)'] = 0, [B-H\A-H-(C-Hy]=^0. 

Durch Ausmultiplizieren folgt 

[B--S\C-H]^lA-H\B--H]y 

woraus durch Subtraktion 

[C-H\A-H-B + H]== 
oder 

[C-S|-4-JB] = 0, 

was nichts anderes besagt, als daß CH an{ AB senkrecht steht. 

2) Um den Sinussatz für das Dreieck herzuleiten, gehe 

aus von der Belation 

a + b + c = 0, 

die zwischen den Seiten eines Yektordreiecks besteht. Multi- 
pUziere sie äußerUch mit a, so folgt 

ab = ca 

oder 

ab sin (a, b) = ac sin (c, a), 
woraus wegen 

(c, a) = ^ - /S, (a, b) = ^ - y 

6 sin y = c sin /J. 

3) Um den Eosinussatz für das Dreieck zu gewinnen, 
schreibe die Vektorgleichung in der Form 

a + b = — c 

und multipliziere sie innerlich mit sich selber: 



HöhenBatz am Dreieck. Trigonoinetrisclie Bezieliangen. 



45 



so wird 

oder 
oder 



[a + b|a + b] = [c|c], 

[a I a] + [b I b] + 2[a I b] = [c I c] 
a^+b^+ 2ab cos (a, b) = c« 

a* + 6* — 2ah cos y = c*. 

4) Es ist leicht, den Sinus- und den Kosinussatz auf das 
Viereck auszudehnen. Zu dem Ende betrachte ich das Yektor- 
yiereck mit den Seiten a^, a^; ag; a^, zwischen denen die 
Bedingung besteht 

»1+ »2+ »8+ »4=0- 

Multipliziere ich diese Yektorgleichung nacheinander äußerlich 
mit a^, a^; a,, a^, so ergeben sich die skalaren Gleichungen: 

Ogsin «12+ »3 sin cc^^+ a^Bin «14= 0, 

— % sin «12 + ö^s sin Ogg + Ö4 sin «24 = 0, 

— Ol sin «15 — ag sin o^g + a^ sin «34= 0, 



— a^ sin «14 — o^ sin «24 — a^ sin a. 



84 



0. 



Aus diesem System linearer homogener Gleichungen, welche 
die Erweiterung des Sinussatzes auf das Viereck darstellen^ 
folgt noch eine Identität. Es muß die schiefsymmetrische 
Determinante 








sin 0,2 


sin «18 


sin 0^4 




— sin «12 





sin 0523 


sin 0^24 




smcci8 


smo^3 





sin «34 




— sinc^4 


— sin «2^ 


— sin «34 






= 



sein. 



Wird dagegen die obige Vektorgleichung innerlich mit sich 
multipliziert; so erhalte ich, Oijt als Innenwinkel vorausgesetzt 

»1*+ «2^+ ci3^+ «4*— 2a2a3 cos «28 — 2a3ai cos cc^^—2a^a2 cos «u 
— 2ai«4Cos«i4— 202^^4 cos «24— 2a3a4cos«34=0. 

Und wenn die Vektorgleichung in der Form 

Äl H" 85 + ^3 = *4 

ixmerlicli mit Bich selber moltipliziert wird, so folgt 
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«4 == «1 + (h + a^^^2a2a^ cos cc^^—^a^ai cos cc^y^—2aj^a2 cos a^^. 

Wird sie dagegen innerlich bzw. mit a^^ a^; a,^ a^ multi- 
pliziert; so ergibt sich 

aj + aj cos 0^2 + ^s ^^s a^^ + 0^4 cos Oj^ = 0, 
Oj + 0^3 cos 0^23 + 0^4 cos 0^^ + a^ cos 0^2 = 0, 

^3 + ^4 ^^S ^4 + ^1 ßOS «31 + a^ cos «23 = 0, 
«4 + ÖTi COS «14 + ag cos 0{24 + «s COS «34 == 0, 

und es folgt das Verschwinden der Determinante 

1 cosai2 cosc^3 cos 0^4 

cos 0^2 ^ COS 0:23 COS 0:24 

cos 0^13 COS(X23 1 COS 0^34 

C0SCI(l4 COSC(24 COS 0^4 1 

Es ist hiemach leicht zu übersehen; wie sich diese Formeln 
auf beliebige Polygone übertragen lassen. 

33. Methode, um trigonometrische Iden- 
titäten aufzustellen. — Ich will an einem 
Beispiel zeigen ^ wie die Vektormethoden 
zur Aufstellung trigonometrischer Iden- 
titäten benutzt werden können. Zu dem 
Ende steUe ich mir die Aufgabe, die 
Beziehung zwischen drei beliebigen Vek- 
toren der Ebene zu finden, wobei die 
Koeffizienten durch die Vektorlängen und 
die Winkel auszudrücken sind. 

Seien a, b, C drei beliebige Vektoren 
der Ebene, so kann ich immer voraus- 
setzen, daß sie in einem Punkt zusammen- 
treffen, und durch diesen will ich eine ver- 
tikale Achse gezogen denken. Die Lage der Vektoren gegen 
diese Achse wird dann durch drei Winkel a, /S, y in der Weise, 
wie die Figur 18 zeigt, bestimmt. 




Fig. 18. 
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Gemäß Nr. 15 kann ich sofort die folgende Beziehung 
ansetzen: 

B, = xh + ye, 

um X und y zu bestimmen^ multipliziere ich diese Gleichung 
äußerlich mit C und erhalte 

ac = Ä?[bc], 

woraus 

ac 

DC 

Wird anderseits jene Identität mit b äußerlich multipliziert^ 

so ergibt sich 

ab 

Demnach nimmt die (allgemeinste Beziehung zwischen drei 
Vektoren der Ebene die Form an: 

[bc]a + [ca]b + [ab]c = 0. 

Beiläufig eine Bemerkung^ welche der Vergleich dieser 
Formel mit der aus Nr. 19 hergenommenen Formel 

[BC]Ä+[CÄ\B+[ÄB]G^O 

eingibt; wo Ä, B, G drei kollineare Punkte bedeuten. Diese 
Relation behält ihre Gültigkeit, wenn ich die Punkte er- 
setze durch freie Vektoren. Wie Graßmann allgemein be- 
wiesen hat, lassen sich alle Gleichungen zwischen äußeren 
Produkten von Punkten durch Gleichungen zwischen äußeren 
Produkten von freien Vektoren ersetzen. 

Nun ist, wie unmittelbar aus der Figur ersichtlich, der 
Winkel, den der Vektor C mit a bildet, gleich (y — a) und der 
Winkel des Vektors b gegen C gleich 360 — (y — /J), daher, 
wenn ich noch die numerischen Längen von a, b, c mit a, &, c 
bezeichne, 

ac = — acBm(y — a), 

bc »= 4- &csin(/J — y), 
und entsprechend 
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ab == + ct6 sin (a — ß), 

cb = — 6c sin (/J — y). 
Demnach 

aBin(y — a) a sin (ocr-p) 

^^— hsmXß-ry ^ csin(/J-7)' 

Folglich gewinnt obige Identität die Form 

6c sin (/J — y) • a + c« sin (y — a) • b + ab sin (a — /S) • c = 0. 

Will ich jetzt von dieser Vektoridentität zur skalaren 
Identität übergehen, so multipliziere ich sie innerlich mit sich 
selber und erhalte 

6Vsin«(/3 - y).a«+ (;Vsin«(y - a)'b^+ a*6^ sin* (a — j8) • c^ 

+ 2 a^bc sin (y — a) sin (a — jS) [b | c] 

+ 2 a6*c sin (cc — /3) sin {ß — y) [c | a] 

+ 2 abc^ sin (/J — y) sin (y — a) [a | b] = 0, 

oder unter Substitution der Werte für die inneren Produkte: 
sin* (jS — y) + sin* (y — «) + sin* (a — /3) — 2 sin (y — a) sin (a — ß) cos (/J — y) 
—2 sin (a— /3) sin (/3~y) cos (y— a) — 2 sin (/3— y) sin(y— a) cos (cc—ß)^0. 

Eine andere Identität ergibt sich, wenn die Yektoridentität 
in der Form 

6c sin (/J — y) • a = — ca sin (y — a) • b — a6 sin (a — /J) • c = 

innerlich mit sich selber multipliziert wird, nämlich 

sin* (/J — y) =» sin* (y — «) + sin* (a — ß) 

— 2 sin (y — a) sin (a — ß) cos (ß — y). 

34. Die Umkehnmg des Ptölemäischm Satzes. — Bezeichnen 
a, bj c, d die Seiten, e und /* die Diagonalen eines Vierecks 
und besteht zwischen ihnen die Relation 

ac + bd = efy 

so ist zu beweisen, daß diese Relation durch Umformung zu 
der bekannten Winkelbeziehung am Ereisviereck führt. Diese 
Frage hat durch einen interessanten Aufsatz, welchen Herr 
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Franz Meyer im 7. Bande des Archivs der Math, und Phys. 
veröffentlicht hat, erneutes Interesse gewonnen. Der nach- 
stehende Beweis für die Umkehrbarkeit des Ptolemäischen Satzes 
ist von bemerkenswerter Einfachheit. 
Ich quadriere die Relation , so daß 

- ft^d« + e^f = + a^c^ + 2 alcd, " 

und fasse das Viereck als Vektorviereck auf, dann bestehen 
zwischen dessen Seiten und Diagonalen a, \ c, d, e, f folgende 
einfachen Beziehungen 

e = a + b, f=b + c, d = — a — b — c, 

woraus 

^2 = a« + 62 + 2 [a I b] , ^ = J« + c» + 2 [b | c], 
d8=a2+62^c«+2[b|c] + 2[cja] + 2[a|b]. 

Diese Ausdrücke führe ich ein, so ergibt sich nach einigen 
Kürzungen 

c«[a|b]-[b[c][c|a]~6«[c|a] + [a|b][b|c] 
+ [a I a + b + c] [b I c] = alcd. 

Nun benutze ich folgende identischen Umformungen der Ebene 

6^ [c I a] — [a I b] [b | c] = aVc {cos (c, a) — cos (c, b) cos (a, b) } 
= aVc sin (c, b) sin (a, b) = — [b c] [a b], 

und entsprechend 

c«[a|b]-[b|c][c|a] = -[ca][bc], 
folglich 

c2[a|b]-[b|c][c|a]-b2[c|a] + [a|b][b|c] = [bc][a b + c] 
= [bc][a a + b + c]. 

Nehme ich noch die Gleichheit d = — a — b — c hinzu, 
so vereinfacht sich die obige Relation in 

[bc] [ad] + [a I d] [b I c] = - alcd, 
welche auch so geschrieben werden kann 

Jahnke, Vorleiongen über die Vektoienreohnong. 4 
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abcd [sin (b, c) sin (a, d) + cos (b, c) cos (a, d) } = — aJcdf, 

''^'^^' cos{(a,d)-(b,c)} 1, 

^^ (a, d) - (b, c) = 180^ 

d. h. in der üblichen Winkelbezeichnnng a + y = 180®. 

■ 

85. Entfermmg zweier Punkte eines Dreiecks. — Gegeben 
die beiden Punkte P und Q und 

P^aA+ßB+yC, a + ß + y^l 
dann wird 

Daraus durch innere Multiplikation PQ^ = 

«Vi« + /JV,« + rW + 2/Jy [ra i r«] + 2y « [r« | r J + 2 aß [r^ | r^], 
und wegen 

2 [rj I r«] = 2rgr3 cos (r,, r^) = r^^ + r^^ - a*, usw. 
folgt 

P^«- aVi«+ /J» V+ yVjH jSy (r,«+ rj^-a«) + y a (r3«+ r^«- &«) 

+ (y*+ y « + Yß) r«« - (/Jya*+ y «&*+ a/Jc») 
oder 

P^'« ar,«+ /Jr,*+ yrj«- (i8ya»+ y «6»+ a/Jc«) 
oder 

PQ^^a'QA^+ß'QB^+yQC^^ißya^+yaV+aßc'), 

a + ß + Y^l, 

d. i. der gesuchte Ausdruck fOr die Entfernung zweier Punkte 
P, ^ in der Ebene des Dreiecks ABC mit den Seiten a, 6, c. 
loh will diesen Ausdruck fär einige Falle spezialisieren. 

1) Ist Q der ümkreismittelpuiüdi Jf, so wird ri=r,=rs=r, 
folglidi 

Ist außerdem P der Schwerpunkt S^ so wird 
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2) Fällt P in den Inkreismittelpunkt J, so wird cc = ~9 

b c 

ß = —} y = --9 wo 2s = a + b + c, und 

2s'JQ^=a'QÄ^+h'QB^+C' QC^-abc. 

Ist insbesondere Q der Umkreismittelpunkt Jlf^^so ergibt sich 
die Eulersche Relation 

3) Wird P zum Lemoineschen Punkt K, also 

_ g« ^_ 5» _ c« 

80 folgt 

(«« + 6« + c») .2r$> = a». e^« + &«• «B* + c«- «C7* - -^^^^^ • 
Fällt insbesondere Q in den Schwerpunkt, so wird 

36. Übungen. — 1) Bezeichnen A, Bj C, D beliebige 
Größen; so besteht die Identität 

(Ä- B)(C - D) + (Ä-^ G)(D -B) + {Ä-D)(B - C) ^0. 

Dieselbe bleibt erhalten, wenn ich unter Ä^ B, C, D Punkte 
yerstehe und die algebraischen Produkte durch innere ersetze. 

2) Die allgemeine Beziehung zwischen drei beliebigen 
Vektoren der Ebene läßt sich in die Form bringen: 

[l)cpa = {c«[a|b]-[b|c][c|a]}b + {6^[c|a]-[a|b][b|c]}c. 

Durch Vergleich mit der in Nr. 33 gegebenen Formel folgt 

6«[c|a]-[a|b][b|c]==-[ab][bc], 
c«[a|b]-[b|c][c|a] = -[bc][ca]. 

3) Bedeuten a, b, c, d vier beliebige Vektoren der Ebene, 
60 ist identisch 



ala I b|b j c|c ^ d|d ^^^ 



[ab][ac][ad] ' [ba][bcj[bd] ' [ea][cb][cd] ' [da][db][dc] 
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Welche Relation folgt hieraus f&r die Winkel des vollständigen 
YierseitS; also für den speziellen Fall; daß a^ b^ c, d die Seiten- 
langen eines Vierecks bedeuten? Wie lautet die entsprechende 
allgemeine Formel für m Elemente? 

4) Die Winkelhalbierenden ; gerechnet von der Ecke bis 
zur Gegenseite, sind bestimmt durch 

{b + c)wa = 2 bc cos ^> 

(c + a)iOb = 2ca cos ^f 

(a + b)wc=2ab cos ^ • 

5) Der Abstand des Schwerpunktes S vom Inkreismittel- 
punkt J fließt aus 

SJ'==\{bc + ca + ab) - i(a«+ 6*+ c«) - — • 

6) Die Abstände des Höhensclmittes H Tom Schwerpunkt 
8 nnd Inkreismittelpunkt J folgen aus 

ES*= 4r»- f (a» + 6« + c>), 

HJ'= 4r*- (a«+ 6«+ e*) + (be + ca + al) - ^^- 

S 

7) Es ist zu beweisen, daß die Bedingung dafür, daß 
drei Punkte JL, JB, C mit dem Punkt D = aA+ ßB + yG, 
« + /S + y = 1, auf demselben Kreise liegen, lautet 

a 13 y ' 

wenn a, b, c die Längen der Seiten des Dreiecks ABC be- 
deuten. 

Die vorstehende Relation ist nichts anderes als die 
Oleichimg des Umkreises eines Dreiecks in Dreieckskoordinaten. 

Wie folgt hieraus der Satz des Ptolemäus? 

Nenne ich noch die Gegenseiten des vollständigen Vierecks 
a, a'; 6, 6'; c, c\ so stellt sich der Punkt D in folgender 
Weise dar: 

aVc'A-bc^alB + ca'VC-abcD^O, 
wobei 

aft'c' - 6c'a' + ca'V - abc = 0. 
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8) Liegen vier Punkte Ä^, Ä^, Ä^, Ä^ auf einem Kreise, 
so besteht zwischen ihnen folgende Beziehung , 

<h3^24,^3A'^— ^Bl^S^<^U'^+ ötl2«U«24-^8— ^28^31«ia'A= 0, 
0^8 ^4 %4 "~ ^31%4^14"^' ^12^14^24 ^28^81^12 ^^ ^f 

WO die aa die Längen der Verbindungsstrecken ÄiÄjt bedeuten. 

9) Für ein beUebiges Viereck ÄBCD gut 

[Ä-B\C-D] + [B-C\Ä^D'] + {C-Ä\B-'D]==0 

oder 

bd cos (h, d) — ac cos (a, c) = ef cos (e, f ), 

femer 

a*— 6*+ c*— d*= 2ac cos(a, c) — 2hd cos(b, d), 

a«-6*+c'^-d«+2ß/*cos(e,f) = 0, usw. 

10) Li Erweiterung eines Steinerschen Satzes^ der für das 
Viereck gilt (Ges. W. 1, 162), die folgende Formel für das Fünf- 
eck zu beweisen: 

3 (a^2^+ «23*+ «34^ fl^45*+ «61*) = ^^13*+ «24^ «35*+ a^j^+ Ogg* 

+ 4 (m^* + mg* + W3* + mj + m^^\ 

wo die nii die Verbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten, 
und zwar bezieht sich m^ auf die beiden Diagonalen Ä^A^ 
.^3 -^5 , usw. 

11) Haben die Teildreiecke des Dreiecks ABC den Likreis- 
mittelpunkt zur gemeinsamen Spitze, so verhalten sich die 
Radien der zugehörigen Umkreise wie 

a cos 1^ cos 1^ : 6 cos |^ cos ^ : c cos ^ cos |^ • 

12) Von einem beliebigen Punkt seien auf die Dreiecks? 
Seiten Lote gefällt und die Abschnitte um Ay B, C herum 
bzw. A^, A/; X^y X^'i h} V genannt, alsdann bestehen die 
Beziehungen 

13) In Erweiterung des Satzes von der Euler sehen Ge- 
raden besteht folgender Satz für das Kreisviereck E^E^E^E^i 
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Konstruiert man zu jedem Teildreieck EiEjtEi den Höhen- 
schnitt Hfnf so schneiden sich die Verbindungslinien Hm Em 
in einem Punkt H und werden durch H halbiert. Nennt man 
femer S den Schwerpunkt der Ecken des Vierecks und den 
Umkreismittelpunkt, so liegen diese Punkte S, S, auf einer 
Geraden derart, daß S den Abstand SO halbiert. 

14) Sind auf den Seiten eines Dreiecks J-i-ig-^j drei be- 
liebige Punkte bzw. Ä^'y A^j A^ gegeben, so schneiden sich 
nach einem bekannten Satz von Mannheim die Umkreise der 
drei Dreiecke A^A^A^y A^A^A^, A^A^A^ in einem Punkte JB. 
Zu beweisen, daß 

Je 'AiR = ai'ajtai {%, ä:, Z = l, 2, 3; 2, 8, l; 3, 1, 2> 

ist, wo 
Ä;* = %/U^+ a^a^a^ cos a^+ a^a^a^ cos «/ -^ a^a^a^ cos a^. 

Dabei bedeuten ^, ^' die Inhalte der Dreiecke A^A^A^ 
A^A^A^\ a^, Og, Ojj, a^y a^', a^ die zugehörigen Seitenlängen 
imd a^j a^y a^ die Wiiiel des zweiten Dreiecks. 

15) Fällt man von einem Punkte P auf die Seiten des 
Dreiecks ABC Lote, welche auf den Seiten BCy CAy AB 
bzw. die Abschnitte a^, a^] 63, 61; Cj, e^ liefern, so bestehen 
folgende Beziehungen: 

16) Vom Lemoine-Grebeschen Punkt seien auf die Seiten 
des Dreiecks Lote gefällt, dann fällt der Schwerpunkt des 
entstehenden Fußpunktendreiecks in den Lemoine-Grebeschen 
Punkt. 



A^-^. 



Fünftes Kapitel. 
Anwendungen auf Mechanik und Physik. 

37. JEine Jcmematische Aufgäbe. — Gegeben ein ebenes 
Gelenkviereck. In seiner Ebene sitze auf jedem Stab in starrer 
Verbindung ein gleichschenklig-rechtwinkliges Stabdreieck. 
Wie bewegen sich die Verbindungsstäbe je zweier Gegen- 
ecken der vier Drei- 
ecksspitzen gegen- 
einander, und wie 
verhalten sich ihre 
Längen zueinan- 
der? 

Ich fasse das 
Gelenkviereck als 
ein Vektorviereck 
auf mit den Seiten 
(Fig. 19) 

-dg — ^ = a^, 

A^— Aq= a,, 
Ai — A^ = a^. 

Die Mittelpunkte dieser Seiten stellen sich dar als 

A^+A^ = 2M,, 

A^ + A^^2M^, 
A, + A^^2M„ 
A^+A^^2M^. 

Heißen die Spitzen der auf den Vierecksseiten errichteten 
gleichschenklig- rechtwinkligen Dreiecke J5,(i = l, 2, 3, 4), so 
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ist der Vektor Bi — Mi ebenso lang wie der halbe Vektor a^, 
steht aber senkrecht auf ihm, also ist 

2 (5, - Jf<) = I a, (»•=!. 2, «, 4), 

worans 

2S, = ^ + J[4+|a„ 
2.5^=^4+^1+ la^. 

Jetzt bilde ich die Differenzen: 

2(Bi-.B3)=| ai-(J,- J,)-|a3+(^i-^J=|ai - aj-|a, + a„ 

2{B,-B,)=iA,-A;)+\a,-{Ä,-A,)-\ii,= a^+K" «s-l«*- 

Nehme ich von dem zweiten Vektor die Er^nznng, so folgt 
wegen || a = — a: 

2|(Bg -BJ = |ai+ IIa,- |a,- ||a4= |ai- a,- |a,+ a^, 

daher 

2\iB,-B;) = 2{B,-B,) 
oder 

\iB,-B:) = B,-B„ 

d.h. die Stäbe B^B^ und B^B^ sind gleichlang und bewegen 
sich senkrecht gegeneinander. 

Dieser Satz ist die Yerallgemeinening eines von OoUignon 
mitgeteilten Theorems. Auch steht er in naher Beziehung 
zum Peaucellierschen Inversor, der die exakte Geradführung 
eines Punktes bezweckt. 

Unmittelbar fließt aus den Formebi^ welche die Punkte Bi 
durch die Äi ausdrücken ^ die Beziehung 

B, + B, + B, + B^^Ä^ + A^ + A^ + Ä^, 

d. h. die Schwerpunkte der Ecken der beiden Vierecke fallen 
zusammen. 

Es mag außerdem der Inhalt des Vierecks B^B^B^B^ be- 
stimmt werden, wenn das Viereck A^Ä^A^A^ als gegeben an- 
gesehen wird. Er heiße Vy dann ist 

2V^^[B,-B, B,-^B,l 
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Benutze ich die eben gefohdene Darstellung der Punkte Bi, 
so wird 

8 Fl = — (ai^ +(h^+ V + V) + 2(aia2 sin a^^+ <ha^ sin Ogg 
+ a^a^ sin a^^ -^a^a^ sin a^^ + 2 (a^a^ cos «81 + 0204 cos a^J, 

wo der Winkel , . ,. , 

cCf Ar = (a.-, a*) (», fc = 1,2, 3, 4). 

Da nun der Inhalt V des gegebenen Vierecks 

4F= a^a^ sin c^j + ^2^8 sin «23 + ^s^4 sin «3^ + a^ai sin a^^ 
ist, so folgt 

8 Fl = 8 F+ 2 (aj ai cos a^i + a^a^ cos OgJ — (a^^ + »2* + %* + ^a^) 

oder 

8(F- Fl) = [ai- aalai- a«] + [a^- aja^- aj. 

Endlich läßt sich beweisen, daß die Summe der Quadrate 
zweier Gegenseiten eines Gollignonschen Vierecks'; d.h. eines 
Vierecks, dessen Diagonalen gleichlang sind und aufeinander 
senkrecht stehen, gleich der Summe der Quadrate der beiden 
anderen ist. 

38. Herleiimig der Formeln für die Intensitäten des partiell 
reflektierten und gebrochenere Lichtes, — Die übliche Herleitung 
der Formeln, welche Fresnel und F. Neumann für die 
Intensitäten des partiell reflektierten und gebrochenen Lichtes 
aufgestellt haben, setzt für die elektromagnetische Welle die 
Form der Sinusschwingung voraus. An die Stelle dieser Vor- 
aussetzung tritt hier die allgemeinere, daß ich die Welle als 
einen Vekt(yr auffasse, dessen Länge durch die Schwingungs- 
ampHtude gemessen und dessen .Richtung und Richtungssinn 
durch die Fortschreitungsrichtung der Welle bestimmt wird. 
Hierdurch gewinnt die Herleitung einen durchaus elementaren 
Charakter. 

Ich bemerke noch, daß die in Rede stehenden Formeln 
aus reinere Identitäten hervorgehen, zu denen die Energie- 
gleichung hinzugenommen wird. 

Der Physik entnehme ich nun erstens, daß eine elektro- 
magnetische Welle, welche auf die Grenzebene zweier Medien 
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hervor. Man hat nur nötig, in Rücksicht auf Fig. 20, die 
Winkel ß, y der Nr. 33 durch — a bzw. 180 + ß zu ersetzen, 
damit das Beflexionsgesetz erfüllt werde, und damit ß die Be- 
deutung des Brechungswinkels erhalte. Die Yektorgleichung 
nimmt alsdann die Form an: 



e + f!Üi!T^ r + 



JSßiD.2cc 



B Bm{a + ß) ' D Bin (a + ft 



d = 0. 



Anderseits kann ich folgende physikalische Überlegung 
anstellen. Ich habe es hier mit drei elektromagnetischen 
Kraften zu tun, die durch das Produkt aus Wellenamplitude 
und Atherdichte gemessen werden. Wird noch die Richtung 




Eig. 20. 

hinzugenommen, so lassen sich die Kräfte durch Vektoren dar- 
stellen, deren Lange durch jenes Produkt bestimmt wird. Nun 
sagt mir die Physik, daß sich der einfallende Vektor umsetzt 
in einen reflektierten und einen gebrochenen. Es muß also 
zwischen den drei elektromagnetischen Kräften (ihrer Größe 
und Richtung nach betrachtet) Gleichgewicht bestehen. Wird 
noch das Verhältnis der Ätherdichten der beiden Medien, in 
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denen sich die LichtVektoren bewegen, mit n bezeiclinet, so 
lautet der vektorielle Ausdruck des Gleichgewichts 

e + r + wd = 0. 

Hat der Äther überall gleiche Dichte — und das ist die von 
F. Neumann gemachte Hypothese — , so hebt sich der auf 
die Ätherdichte bezügliche Faktor heraus, n wird gleich Eins, 
und die Vektorbeziehung nimmt die einfache Form an 

e + r + d = 0. 
Die Hypothese, daß n von Eins verschieden sei, rührt von 
Fresnel her. Dabei ist » = $^,. 

sinp 

Der Vergleich der beiden Relationen, welche sich so 
zwischen den Vektoren e, r, d ergeben haben, führt zu den 

Formeln EBm(a-ß) ^ . Jg8in2o: ^ 

woraus 

p __ Jg sin (tt — /3 ) j. i; sin 2a 

""# sin (a + ßY ^ "~ nsin(a + (3)' 

Und das sind die bekannten, vonFresnel und F. Neumann 
aufgestellten Ausdrücke für die Verhältnisse der Amplituden 
des reflektierten und des gebrochenen Lichtes zu derjenigen 
des einfallenden Lichtes. Und zwar setzt F. Neumann n = 1 
und findet 



N •/ • Ol« r/v J- H\ • OiT» fr 



sin 2 a 



8in(a + j3) * sin(a + |S) 

Fresnel setzt n = -^—ö und findet 

sinp 

/Tjtx T> EBm(a — ß) yx 2^cosa8in/? 

Will ich zeigen, daß das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie erfüllt ist, so schreibe ich die obige Vektorgleichung 
in der Form 

— e = r + wd 

und multipliziere sie innerlich mit sich selber, dann folgt 
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i;j = i?J + w«DJ + 2n[r|d] ♦ 

oder 

Ei = JBJ + w«2)f - 2wJB,2), cos (a + ß). 

Diese Belation^ welche bei Einführung der in (F,) oder 
(Ng) aufgestellten Ausdrücke zu trigonometrischen Identitäten 
führt; liefert unmittelbar das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie^ wenn an Stelle der Amplituden die Intensitäten J 
eingeführt werden durch die bekannten Definitionen der Physik: 

' ' ' ßm2a 

WO im Neumannschen Fall w = 1, im Fresnelschen n = -^r— « 

zu setzen ist. Diese Definitionen gelten^ welches die Schwingungs- 
richtung des Lichtes auch sein mag. . Hier sind Ey R, D durch 
Ety Bg, Dg zu ersetzen. Ich finde hiemach 

E\ = m + n*D] ^If , d. h. J, = Jr+ Ji, 

indem sich unschwer nachweisen läßt^ daß die rechts eigent- 
lich noch hinzutretenden Summanden einander aufheben^ so daß 
die Energiegleichung in der Tat erfüllt ist. 

Zweiter FaU, wo die Schmngungsebene der EinfaUsebene 
parallel ist. — Ich betrachte nunmehr den Fall, daß das Licht 
in der EinfaUsebene schwingt. Ich schicke zunächst die Be- 
merkung voraus, daß die Formeln (jF,), {N^, wie bei ihrer 
Herleitung bereits ausgesprochen worden ist, nicht bloß in 
dem Falle gelten, wo das Licht senkrecht gegen die Einfalls- 
ebene schwingt, sondern in dem allgemeineren Falle, wo die 
Schwingungen der einfallenden, der reflektierten und der ge- 
brochenen Welle einander parallel verlaufen. Vom physi- 
kalischen Standpunkt aus ist allerdings, wenn die Schwingungs- 
ebene nicht in die Einfallsebene fällt, nur der spezielle Fall 
realisierbar, daß die gemeinsame Schwingungsrichtung dieser 
drei Wellen auf der Einfallsebene senkrecht steht. Aber rein 
analytisch betrachtet, beanspruchen die in (i^«), (N^ auf- 
gestellten Ausdrücke auch noch Gültigkeit, wenn das Licht 
nicht gerade senkrecht gegen die Einfallsebene schwingt, so- 
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bald nur «die Bedingung erfüllt ist, daß die drei Wellen 
einander parallel schwingen. 

Hiernach müssen also die für JB, und D, gewonnenen Aus- 
drücke bestehen bleiben für WeUen, die in der EinfaUsebene, 
aber einander parallel schwingen. Nun lelirt die Physik, daß 
bei einer Lichtwelle die Schwingungsrichtung stets auf der 
Fortschreitungsrichtung senkrecht steht, mit anderen Worten, 
daß es nur transversale, keine longitudinalen Lichtwellen gibt. 
Zerlege ich daher die drei soeben betrachteten Wellen mit 
den Amplituden JE7«, Jß«, D« innerhalb der Einfallsebene in je 
zwei Komponenten, deren eine zur Fortschreitungsrichtung der 
betreffenden Welle senkrecht steht, deren andere ihr parallel 
läuft, so haben die letzteren Komponenten für eine Lichtwelle 
keine physikalische Bedeutung. Eine solche kommt bloß den 
anderen Komponenten zu, deren Amplituden ich Ep^ Bp, Dp 
nennen will. 

So erhalte ich 
in der Einf dllsebene 
an Stelle der drei 
Wellen mit den 
Amplituden £*«, i2«, 
D„ welche in dem 
Fall, daß die einfal- 
lende, die reflek- 
tierte und die gebro- 
chene Welle parallel 
zur Einfallsebene 
schwingen, doch 
nur mathematische 
Existenz besitzen, 
drei andere Wellen 
mit den Amplituden 
Ep^ i2p, Bpy welche physikalisch möglich sind. 

Zwischen den Amplituden dieser Wellentripel bestehen 

nun einfache Beziehungen, die sich, wie folgt, herleiten lassen. 

Ich will die gemeinsame, in der Einfallsebene liegende 

Schwingungsrichtung der Wellen mit den Amplituden E»j i2„ D« 




Fig. 21. 
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durch den Winkel d festiegen, welchen sie mit der Fort- 
schreitungsrichtung der gebrochenen Welle bildet^ dann ist 
(Fig. 21 s. S. 62) 

Bp^It,sm(a + ß + ö), 
Dp =2), sind. 

Um den Winkel S zu bestimmen, benutze ich die physi- 
kalische Tatsache, daß auch in dem Fall, wo das Licht parallel 
der Einfallsebene schwingt, das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie besteht. Es wird sich zeigen, daß der Winkel 6 = 90® 
sein muß. 

Dazu gehe ich aus von der Energiegleichung 

die bei Einftihrung der Amplituden die Form annimmt 

Setze ich hier die eben gefundenen Werte ein, so erhalte ich 

El sin« (8-a + ß)^ IJJ sin« (« + /? + *) + n^B] sin« * -J?4^ • 
Nun ist aber 

' ' ' ' Sin 2a 

daher durch Kombination mit der vorhergehenden Gleichung 

JSf [sin«(<J - a + |8) - sin^d] = iJJ [sin«(a + ß + d) - sin^d], 
woraus 

JE;?sin(2d-a + /J)sin(a-/S) + JBJsin(a+/J + 2d)sin(a + j3)=0 

oder mit Benutzung des Ausdrucks für ^ aus (-F,) oder (JVi) : 

sin(a + ß) sin(2d - a + /J) + sin(a - ß) sin(a + /J + 2d) = 

oder 

[sin (cc + ß) cos (a — /J) + cos (a + /J) sin (a — /})] sin 2 d = 0, 

d.h. 

2d = 180®; d = 90<>. 
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Die analytiscli noch mogliclie Ldsung d = ist für die Optik 
nnbrauclibar. Demnacli ergibt sich: 

JE7p == JE7, cos (a — ß), 
Bp= Bs cos(a + ß), 

Werden hier die Werte der jB„ B,, D, eingeführt^ so er- 
geben sich schließlich die gesachten Formeln 



(JVp) 



j. _ -g^ sin (cc - fi cos (« + /?) _ tg(Q;-/3) 
•^"" sin (a + /3) cos (a - /J) "" -^i» tg (a + /J) ' 
-E7„sin2a 



^ 8in(a + /3)co8(a — I?)' 



{Fp) 



„ -gy Bin («-<?) CQg (c + /?) _ tg(«-P) 
'~ Bin (a + /J) cos (a - 13) ~ ''tg(a + ft' 



!>.= 



2^yC0B«sin/J 



^ sin(a4-fficos(a — /3) 

Und das sind die bekannten Formeln, wie sie von Fresnel 
und F. Neumann für den Fall, daß das Licht parallel der 
Einfallsebene schwingt, aufgestellt worden sind. 

89. Beflexion tmd Brechung longitudincHer Wellen. — Die 
obige Methode läßt unmittelbar eine merkwürdige Überein- 
stimmung erkennen, welche zmschen den Formdn für die Be- 
flexion wnd Brechung von transversalen Licktwdlen einerseits 
und longitudinalen Schallwellen anderseits besteht. 

Ich knüpfe an die vorstehenden Überlegungen an, wo ich 
die einfallende, die reflektierte und die gebrochene Welle mit 
den Amplituden JE,, JJ,, D, innerhalb der Einfallsebene in je 
zwei Komponenten zerlegt habe, deren eine zur Fortschreitungs- 
richtung der betreffenden Welle senkrecht steht, deren andere 
ihr parallel läuft. Während nun beim Licht idie letztere 
Komponente wegen ihrer physikalischen Bedeutungslosigkeit 
verworfen wird, findet sie beim Schall ihre physikalische 
Deutung als longitudinale Schwingung. 

Bezeichne ich die Amplituden der longitudinalen ein- 
fallenden, reflektierten und gebrochenen Wellen mit @, 9i, ^^ 
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und behalte ich den vorhin eingeführten Winkel S bei^ so er- 
geben sich zunächst die Beziehungen 

e = ^, cos (d - a + ß)y 
SR = iJ, cos (a + /5 + d), 
S) = jD, cos S. 

Nun setzt die Herleitung der Ausdrücke für die Verhält- 
nisse EgiRsiDg erstens das Beflexionsgesetz voraus^ zweitens 
die Tatsache der Brechung und drittens die Grenzbedingung 
e + r + wd = 0. Ich kann daher die Gültigkeit der Formebi 
(Ff), (Ng) auch auf den Schall ausdehnen^ soweit er sich in 
ebenen Wellen ausbreitet. 

Nehme ich femer den oben definierten Zusammenhang 
zwischen Amplitude und Intensität einer Welle auch für den 
SchaU als gültig an, so führt das Gesetz von der Erhaltung 
der Energie auf demselben Wege wie in der vorhergehenden 
Nummer zu dem Ergebnis sin2d = 0; denn die daselbst für 
transversale Wellen entwickelte Rechnung geht in die ent- 
sprechende für longitudinale Wellen über, wenn ich d durch 
90 — d ersetze. Daraus folgt einzig imd allein d = 0, wenn 
ich mich auf die longitudinalen Wellen beschi&ike. 

Alsdann führen obige Formeln in Verbindung mit (F,), (jV,) 
zu Ausdrücken für die Verhältnisse @ : 9i : 2), welche mit den 
Ausdrücken für Epi Rpi Dp genau übereinstimmen. 

Auf diesen Zusammenhang haben übrigens bereits Poisson 
(Memoire sur le mouvement de deux fluides elastiques super- 
poses. Mem. de FAc. d. Sc. 10, 317, 1823. Paris 1903) und 
später G. Green (On the reflexion and refraction of sound. 
Mathematical Papers of the late George Green. Edited by 
M. Perrers, Paris, A. Hermann, 233—242) aufmerksam ge- 
macht. 

40. Der Fäll der totalen Heflexion. — Mit ein paar 
Worten will ich noch auf den vektoranalytischen Grund für 
die bekannte Tatsache eingehen, daß bei der Totalreflexion 
eine Phasen verschiebuug eintritt. Dabei kann ich mich gemäß 

Jahnke, Vorlesangen über die Vektorenrechnung. 5 
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den obigen Überlegungen anf den Fall homogenen Lichtes 
beschränken; welches senkrecht gegen die Einfallsebene 
schwingt. 

Wird das Licht total reflektiert^ so habe ich es nur mit 
zwei Vektoren^ dem einfallenden und dem reflektierten Licht- 
vektor, zu tun. Würden sich die Wellen auch jetzt noch 
bloß in Amplitude und Fortschreitungsrichtung, die Vektoren 
also bloß in Länge und Richtung unterscheiden, so würde 
folgen 6 + r ~ 0; es würde sich also ergeben, daß die beiden 
Vektoren in der Lange und Richtung (bei entgegengesetztem 
Richtungssinn) übereinstimmten. Der reflektierte Vektor hätte 
also gleiche Richtung mit dem einfallenden — und das trÜBFt 
physikalisch im allgemeinen nicht zu. Die Voraussetzung ist 
daher falsch: Die einfallende und die reflektierte Welle müssen 
sich, außer durch Amplitude und Fortschreitungsrichtung, noch 
durch etwas unterscheiden, imd das kann, da sie doch, wie 
verabredet, in der Schwingungsrichtung übereinstimmen sollen, 
nur die Phase sein. Die total reflektierte WeUe muß daher 
gegen die einfallende eine Phasenverschiebung zeigen. 

41. Analogie ztviscJien dem Gleichgewicht an einem Faden 
und der Bewegung eines materiellen PtMtJdes. — F. Möbius 
hat zuerst bemerkt, daß zwischen dem Gleichgewicht an einem 
Faden und der Bewegung eines materiellen Punktes in mehr- 
facher Hinsicht Ähnlichkeit stattflndet. Wie ein Faden, auf 
den nur an seinen Enden Kräfte wirken, sich geradlinig aus- 
dehnt, bewegt sich auch ein Punkt unter dem Einfluß eines 
Impulses geradlinig. Ebenso wie ein über eine krumme Ober- 
fläche gespannter Faden die Gestalt der kürzesten Linie zwischen 
den beiden Endpunkten annimmt, beschreibt auch ein materieller 
Punkt, der gezwungen ist, sich auf dieser Fläche unter dem 
Einfluß eines Lnpulses zu bewegen, den Weg der kürzesten 
Linie. 

Dieser Zusammenhang zwischen dem Gleichgewicht an 
einem Faden und der Bewegung eines materiellen Punktes 
läßt sich, worauf Herr Laisant aufmerksam gemacht hat, mit 
Hilfe von Vektoren in einfacher Weise darlegen. 
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Der materielle Punkt befinde sich in -Mj und bewege sich 
im Zeitelement dt nach dem unendlich benachbarten Punkt M^ 
und sodann nach dem unendlich benachbarten Punkt M^, Die 
zugehörigen Geschwindigkeitsvektoren seien T^^ Y^f <l&i^ kann 
ich setzen (Fig. 22) 

woraus 

Nun stellt der Zuwachs des OeschwindigkeitsvektorS; divi- 
diert durch das Zeitelement; den Beschleunigungsvektor w dar, 
ich kann also setzen 

und daher 

Vi — Va — Wd^ = 0, 

Anderseits sei M^^M^ das Linienelement ds eines unaus- 
dehnbaren Fadens^ der unter dem Einfluß des äußeren Impulses /) 
bezogen auf die Längeneinheit^ J^, 
steht; dann wirkt auf das Li- 
nienelement der Impuls fds, und 
dieser rufe in den Endpunkten \ -^''' 

Ton ds die Spamiungen T, und .^^.'^"^dt 

Tj hervor. Diese drei Kräfbe -^ 

müssen einander aufheben, wenn 

an dem Faden Gleichgewicht Fig. 22. 

bestehen soll. Stelle ich nun die Kräfte durch die Vektoren 

tds, Tj, Tg dar, so lautet die Gleichgewichtsbedingung 

Ti + Tg + tds = 0. 

Es ergeben sich also bei den beiden in Rede stehenden Problemen 
Vektorbeziehungen der Form a + b + C = 0« Ich kann daher 
in Analogie setzen die Spannung mit der Geschwindigkeit und* 
den Impuls fds mit der Beschleunigung wdt. Die Analogie 
wird vollständig festgelegt , wenn ich setze 

T='kv, fds.= — Jcwdt, 

wo k einen Proportionalitätsfaktor bezeichnet. 

5* 
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Derselben Ebene gehört aber der wattlose Vektor an^ welcher, 
unter Benutzung des Ergänzungsstriches, mit |i bezeichnet 
werden darf. Demnach kann ich ansetzen 

e = ici + y I i. 

Um die Koeffizienten x, y zu bestimmen, multipliziere ich 
die Gleichung zunächst innerlich mit i: 

e|I = rr[i|i] + y[|i|i] 

und finde, da { i | i verschwindet: 

e|i 

Ebenso liefert die äußere Multiplikation mit i 

ie = a;[ii] + y[i|i], 

woraus, da [ii] verschwindet: 

ie 

Die Amplituden von Strom und Spannung seien J bzw. E, 
dann ist der gemeinsame Nenner 



Um die Zähler auszuwerten, erinnere ich an die mechanische 
Deutung, welche das innere Produkt aus Kraft- und Wegvektor 
zuläßt (Nr. 31). Die entsprechende Deutung für die Theorie 
der veränderlichen Ströme ergibt sich, wenn ich an die Stelle 
des Kraftvektors den Vektor, der die E. M. K. darstellt, und 
an die Stelle des Wegvektors den Stromvektor setze. Daher 
wird das innere Produkt 6 1 i den von der E. M. K. des Wechsel- 
stroms in der Zeiteinheit geleisteten Joule sehen Effekt dar- 
stellen: 

e|i = ÜJl 

Was endlich das äußere Produkt [ie] angeht, so läßt sich 
dasselbe als inneres Produkt aus e und |i auffassen; nämlich 

ie = -ei = [e-i] = [e|(ji)], 

weil ja ||1 = — i. Demnach bedeutet [ie] die Arbeit, welche 
die E. M. K. des Wechselstroms in der Zeiteinheit leistet, in- 
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dem sie das magnetische Feld hervorbriiigt« Also kann ich 
setzen 

ie = (Z (D - ^) J». 

Hiemach nimmt obige Identität folgende Form an (vgl. Fig. 23) 

e = Ui+(ia,-^)|i. 

Um von den Vektorgrößen zu 
den Skalargrößen überzugehen^ Ri 
nehme ich von dieser Gleichung 
die Ergänzung: 



^ J-!.-----^ 



(1 \ • -^^ *' 

und multipliziere die beiden letzterhaltenen Yektorgleichungen 
äußerlich miteinander^ so entsteht 

oder 



E=jyB*+(La,-^) 



und das ist das Ohm sehe Gesetz für den Wechselstrom ^ wenn 
Ohm scher Widerstand^ Induktanz und Kapazität als konstant 
angesehen werden dürfen. 

Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, daß die 
vorstehende Herleitung an die Stelle der üblichen Voraussetzung 
von sinoidalen Wechselströmen die andere setzt, daß sich der 
Wechselstrom als Vektor darstellen läßt sowie daß sie von 
dem Differentialzeichen keinen Gebrauch macht. 

Weiter ist es lehrreich, auf den unterschied hinzuweisen, 
welcher zwischen den hier benutzten Vektoren und denen be- 
steht, die ich bei der Herleitung von Fresnels und Neumanns 
Intensitätsformeln verwendet habe (vgl. Nr. 38). Während 
diesen physikalische Bedeutung zukommt, sind jene nur als 
graphische Vektoren, im Gegensatz zu den physikalischen Vek- 
toren, anzusprechen. 
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48. Die Wheatstonesclie Brücke für Wechselstrom. — Die 
Wheatstonesclie Brücke dient dazn^ Widerstände zu messen. 
Seien vier Leitungen I, 11, III, IV gegeben, von denen I und 
n sowie ni und lY in Beihe geschaltet sind (Fig. 24). Ich stelle 
zunächst die Frage: Was heißt Reihenschaltung bei Wechsel- 
stromen gleicher Frequenz? Es müssen die Stromintensi- 
l^ten der Ghröße und der Phase nach übereinstimmen. Führe 
ich daher graphische Vektoren ein und nenne die Stromvektoren 
\} h> hf ^4» ^obei die Länge des Vektors die Stromamplitude 
und seine Bichtung die Phase des Stromes bestimmt, dann 
verlangt die Beihenschaltung an der Wheatstoneschen 
Brücke, daß . . . • 

Weiter seien die Vektoren der Klemmenspannung e^, e^, 63, e^. 
Nun lautet die einfachste, bei der Widerstandsmessung zu er- 




Fig. 84. 

füllende Bedingung, es soll die Brücke stromlos sein. Dum 
müssen die Spannungsvektoren an den Enden der Brücke 
einander gleich sein, also 



64— e^. 



Wenn aber durch die Brücke kein Strom fließt, müssen die 
Klemmenspannungen in der zweiten und dritten Leitung in 
Amplitude und Phase übereinstimmen, d. h. 



©8 — ®2 • 



Nunmehr seien die Widerstände der Leitungen Bv, die 
Selbstinduktionskoeffizienten £v, die Kapazitäten Cv {y =■ 1, 2, 3, 4) 

und die Frequenz der Ströme - — Alsdann liefert das Ohmsche 

Gesetz in seiner vektoriellen Form (vgl. Nr. 48) mit Bücksicht 
auf die obigen Bedingungen 
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e^^R^ii + ^ilii, 

wobei zur Abkürzung 

gesetzt ist. Multipliziere ich die einzebien Gleichungen inner- 
lich mU sich selber y so entsteht 

woraus 

Multipliziere ich anderseits dieselben Gleichungen äußerlich 
bzw. innerlich miteinander, so wird 

woraus 

E^J,-B,J^ ■" B,B^ + J,J^ * 

und das sind die Relationen zwischen den Widerständen 
an der Wheatstoneschen Brücke für Wechselstrom, welche 
zuerst Herr Görges aufgestellt hat. 

44. Ein Satz von Blondel w6cr den Drehstrom. — Die 
Ströme eines Dreiphasensystems , denen verschieden große 
Intensitäten und Phasen zukommen, mögen an den Ecken des 
Dreiecks A^A^A^ eintreten (Fig. 25 s. S. 74), dann entsteht die 
Frage nach der Arbeit, welche die drei Ströme an irgendeiner 
Stelle, sagen wir im Punkte 0, leisten. 

Ich nenne die zugehörigen Stromyektoren i^, i^, i,, so 
muß nach dem Eirchhoffschen Gesetz der Stromteilung 

sein, was besagt, daß es möglich ist, aus den Stromyektoren 
ein Dreieck zu konstruieren. 
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Nun ist die Arbeit, welche der StromTektor i^ leistet, 
indem er eich mn die Strecke — ^, parallel Terschiebt^ 
gleich [li I — -^i], daher die gesamte Arbeit, welche geleistet 
wird, indem sich ij, ij, ig bzw. um die Strecken 0~A^, 
0~A^, O — Ag parallel vereohieben, gleich 

[l,jO-A] + [i,|0-^] + [l.|0-4,]; 
nnd dieser Ausdruck lüßt sich wegen der Kirchhof fachen 
Bedingung wie folgt nmftmnen: 

-[i.|(0-^-O+^,)] + [l,|(O-A-0 + A)] 



d. h. die in ßede stehende Arbeit d^ Drehstroms ist nnah- 
lüngig Ton dem Pmikt 0, nnd zwar ist sie an allen Stellen 
dimelbe, wie wenn nach einer Ecke Ä rückte. 

Bei der graphischen Darstellung des Dreiphasenstroms 
bedient man sich gewöhnlieh des gleichseitigen Dreiecks und 
benutzt den Blondelschen Satz nnr für diesen speziellen Fall. 
Der obige Beweis macht Über die Form des Dreiecks gar keine 
Voranssetznngj.Blondels Satz gilt allgemein für jedes Dreieck. 



Sechstes Kapitel. 
Die regressiye Multiplikation. 

45. TaheUaHsche Zusammenfassung der eingeführten eoctenr 
siven Größen. Definition der regressiven Multiplikation. — Ich 
will zunächst einen Bückblick werfen auf die eingeführten, 
von öraßmann eodensiv genannten Richtungsgrößen und sie 
sämtlich in einer Tabelle zusammenstellen, zugleich mit ihrer 
Bezeichnung. Nebenbei sei bemerkt, daß Graßmann dem 
Punkte die Stufenzahl Eins, der Geraden die Stufe Zwei und 
der Ebene die Stufe Drei zuerteilt. 



TabeUe TT, 




Gebilde der Ebene 


Bezeichnung 


Punkt 


A 


freier Vektor 


^-^=a 


Ergänzung des freien Vektors 
gebundener Vektor = Stab 
äußeres Produkt zweier freier 


B-A= 

iAB\- 


a 

'i4 a] = 


Vektoren 
äußeres Produkt dreier Punkte 
skalares Produkt zweier freier 


\B-A C-JB] = [abl 


Vektoren 


\B^A C-5]«[a b] 



Die bisher betrachteten Verbindungen von Punkten und 
freien Vektoren überschreiten nicht die Dimension 2. Wie 
ist es nun mit den extensiven Verbindungen, deren Dimen- 
sion > 2 ist? 

Auf diese Frage wiU ich jetzt, am Schluß des ersten Ab- 
schnitts, noch kurz eingehen. Wir haben gesehen, daß das 
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äußere Produkt zweier Punkte die Verbindung derselben, näm- 
lich die Gerade, und das äußere Produkt dreier Punkte 
das durch sie bestimmte Dreieck liefert. Ich will dieses 
Resultat verallgemeinem, indem ich von der Dualität Gebrauch 
mache, welche in der Ebene zwischen Punkten und Geraden 
besteht. Dann kann ich festsetzen, daß das äußere Produkt 
zweier Geraden den Schnittpunkt derselben darstellen soll, 
femer das äußere Produkt dreier Geraden das von ihnen um- 
schlossene Dreiseit. Dementsprechend soll in dem Yektor- 
dreieck E^E^E^ sein: 

[E^E^ ^2^3]=— [^2^3 EiE^] = E^lE^EiE^], 

[E^Eq E^Ei\ =— [E^E^ E^Eq] = E^IE^E^Eq]] 

[E^E^ E^E^ E^E^ == — \E^E^ E^E^ -^s-^i] = [^i^i^aY' 

Yektorielle Produkte dieser Art nennt Graßmann regres- 
sive Produkte und spricht von einer regressiven Multiplikation im 
Gegensatze zu der progressiven Multiplikation, welche den 
Gegenstand der vorhergehenden Kapitel bildet. 

Den Nutzen und die Verwendung der regressiven Produkte 
will ich an einigen Beispielen darlegen. 

46. Ein Satz von Schröter aus der Dreiecksgeometrie. — 
Die Fußpunkte zweier Tripel von Eckenlinien, welche zu zwei 
beliebigen Punkten eines Dreiecks gehören, liegen auf einem 
Kegelschnitt. Gleichung und Mittelpunkt dieses Kegelschnitts 
zu bestimmen. 

Das Dreieck heiße E^E^E^, die beiden Punkte seien 

aF^ a^E^+ a^E^+ a^E^j «^ -f a^-f «3= a, 
ßQ=ßiEi+ ß^E^+ ß^E^, ßi+ ßi + ßi^ ß> 

Nenne ich die Eckenpunkte P,-, Qi (i = 1, 2, 3), so ist 
zunächst 
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{a,+ a,)P,=^a,E,+ a,E,, {ß^-^ ß^)Q,= ß,E^+ ß^E,, 
(cc^+a,)P,= a,E,+ a,E,, (ß, + ß,)Q,= ß,E,+ ß,E,. 

Um zu beweisen; daß die Kurve, auf welcher die 
Punkte Pi, Qi liegen, ein Kegelsclinitt ist, mache ich von 
dem PasccHschm Satze Gebrauch. Ich betrachte das Sechseck, 
gebildet aus den Seiten 

% P^f P3 P2 f Pi^%y 

QiQi, QiPi, PiQz, 

bestimme die Schnittpunkte 

und zeige, daß das vektorielle Produkt dieser drei Schnitt- 
punkte verschwindet, daß also diese Punkte kollinear liegen. 
Will ich sodann die Gleichung dieses Kegelschnitts auf- 
stellen, so führe ich den beliebigen Punkt 

ein und betrachte das Sechseck, gebildet aus den Seiten 

Ö8-P3? -^3^; ^^2} 
P2Q2} QiPif PiQd* 

Dann müssen die Schnittpunkte 

in gerader Linie liegen, ihr vektorielles Produkt muß ver- 
schwinden. Die Gleichung des Kegelschnitts lautet daher 

[QsPsPiQi Ps^ Q2P1 XP,P,Q,-]==0. 

Durch Ausführung der Multiplikation, unter Verwendung 
der obigen Darstellungen für die P,-, Qi, X, ergibt sich 

— ( — ö- H Ö-) ^^lOOa = 0. 
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Sind die beiden Punkte P, Q der Schwerpunkt bzw. 
Hohenschnittpunkt; so geht der Kegelschnitt in den Feuer- 
b achschen Ereis über, dessen Gleichung lautet 

oder 

— 2a^^X2X^ — 2a^^x^x^ — 2a^x^x^ = 0, 

wenn die Seiten des Bezugsdreiecks mit a^^ o^; a^ bezeichnet 
werden. 

Der Mittelpunkt des Schröterschen Kegelschnitts ist 

*Jlf = ß,ß^ß^a^2]cCkCCißi'P+ a^a^(^ß^2ßj,ßiarQ 

+ a,a,a,ßJ,ß,aß^{P+Q) 
- («2Ä + «8 A) (<hßi + ^ft) («1 A + a,ß,) 'Sa^ßiEi 

(t = l, 2, 8; i, k, ? = 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2), 

WO der Stern links die Gewichtssumme andeuten soll. 

Endlich die Pascal sehe Gerade stellt sich dar in der 
Form €c^ß^^ + a^ßz9L^+ cc^ßi^L^f wo SLi^Ei — Ek ist. 

47. Carnots Satz über sechs Punkte eines Kegdschnüts, — 
Seien 1; 2, 3; 4, 5^ 6, sechs Punkte und die äußeren Produkte 
[12], [23], [34], [45], [56], [61] die Seiten eines von ihnen 
gebildeten Sechsecks. Ich drücke drei dieser Seiten, etwa [1 2], 
[34], [56] durch ihre Gegenseiten aus 

[12]=i,J23] + gi[45]+r,[61], 
[34]=A[23] + fe[45] + r,[61], 
[56]=i),[23] + 2,[45] + r,[61]. 

Die Verhältnisse Piiqixri lassen sich bestimmen, indem ich 
die Gleichungen der Keihe nach mit 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 
äußerlich multipliziere. Es folgt: 
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p,[12S\ + JJ145] = 0, gr,[245] + f,[26 1] = 0, 
fi [345] + r, [361] = 0, i),[423] + r,[46 1] = 0, 
i,3[523] + r,[561] = 0, i>,[623] +2,[645] = 0, 

worans insbesondere 

jPi _ [146][261] q^ __ [361][423] r^ [623][646] 
fj ■" [123][246j' p, "" [345][461]' gj ^ [Ö61][623] 

Sollen nun die sechs Punkte auf einem Kegelsclinitt liegen, 
so muß nach dem Satze des Pascal sein 

[12 45 34 61 56 23] = 0. 

Aus den obigen Gleichungen folgt aber 

[12 45]=2>i[23 45] + ri[61 45], 

[34 61]=i),[23 61] + &[45 61], 

[56 23]-28[45 23] + r3[61 23] 
und daher durch äußere Multiplikation 

[12 45 34 61 56 2 3] ^ p^q^r^[2 3 45 45 61 61 23] + 

+ njp2&[61 45 23 61 45 23] = 
-(Piq,r,^r,p,q,)[23 45 45 61 61 23]. 

Hiemach führt die Kegelschnittsbedingung dazu, die rechte 
Seite gleich Null zu setzen. Da nun der zweite Faktor i. a. 
nicht identisch verschwindet, muß i>ig'2^s'" ^lÄffs verschwinden. 
Führe ich hier die oben gefundenen Werte ein, so ergibt sich 
die Belation 

[145][261][361][423][523][645]~ 

[12 3][245][345][461][561][623] = 0, 

und das ist die bekannte Carnotsche Belation zwischen sechs 
Punkten auf dem Kegelschnitt, wenn man bedenkt (vgl. Nr. 23), 
daß ein äußeres Produkt wie z. B. [145] nichts anderes ist als 
der doppelte Flächeninhalt des durch die Punkte 1, 4, 5 be- 
stimmten Dreiecks, also mit der Determinante, gebildet aus 
den neun baryzentrischen Koordinaten dieser Punkte, überein- 
stimmt. 
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48. Pappns' Sati3 über sechs Punkte eines KegdschniUs. — 
Ans dem ersten Gleichnngssystem der vorigen Nr. folgt 

[124]=i,,[234] + r,[614], 

[35 6] = 2,[345] + y3[361] 

nnd hieraus, wenn die erste Gleichung mit rs[361], die zweite 
mit — r^ [6 1 4] erweitert wird, durch Addition 

rs[124][361]-ri[356][614]=^ir8[234][361]- 

-2»»-i[345][614]. 

Wegen der in voriger Nr. gewonnenen Beziehung 

g«^ p61][234] 
Pi [345][614] 

w^ird die rechte Seite proportional dem Ausdmck 

welcher nach dem Oarnotschen Theorem verschwindet. Da- 
her muß auch die linke Seite verschwinden. Um nun r^ und 
^2 durch die gegebenen Punkte auszudrücken^ gehe ich wieder 
von dem ersten Gleichungssystem voriger Nr. aus und multi- 
pliziere die erste sowohl wie die dritte Gleichung äußerlich 
mit [23 45], so erhalte ich 

ri[61 23 45] -[123] [245], 

r8[61 23 45] = [235] [456]. 

Werden diese Ausdrücke oben eingeführt, so ergibt sich die 
gesuchte Relation 

[124][136][235][456]-[123][146][245][356] = 0, 
und das ist der Satz des Pappus. 

49. Übungen aus der Dreiecksgeomärie. — 1) Der Um- 
kegelschnitt des Dreiecks E^E^E^ mit dem beliebigen Punkt 
2a • Jf = a^E^ + a^E^ + «3 JSg, 2a = «i + ofg + «3> «.Is Mittel- 
punkt, hat die baryzentrische Gleichung 

a^{a — a^x^x^+ ^^{a — cc^)x^Xi+ a^ipc — «3)^1^2 = 0, 

wo a?!, aig; ^s ^® homogenen Koordinaten eines beliebigen 
Punktes X des Kegelschnitts bedeuten. 
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Bückt insbesondere der Punkt M in den Schwerpunkt des 
Dreiecks^ so wird die Gleichung des zugehörigen Umkegel- 
schnitts 

x^x^ + x^x^ + x^x^^Q ^^^^^ + ^ + ^ = 0, 

•*'l •*'8 •*'8 

und das ist die kleinste ümellipse des Dreiecks» 
Bückt M in den Mittelpunkt des Umkreises 

so ergibt sich die Gleichung des Umkreises 

•*'l »J J}^ 

in Übereinstimmung mit der in Nr. 36, 7) angegebenen Be- 
dingung für das Kreisyiereck E^E^E^X. 

2) Der Kegelschnitt, welcher die Seiten des Dreiecks A^Ä^Ä^ 
in den Eckenpunkten von aP= a^A^ + a^A^ + c^A^ (d. i. in 
deii Schnittpunkten der Eckenlinien A^P, ^%^7 -^8-^ ^2:w. 
mit A^A^y -^^f ^1-^) herührt, hat zur Gleichung 

V , V I V_ 2a?, a^ 2Xj^x^ _ 2a;^ar, ^q 

«I* «1* «8* <^«S «8«! S"j 

Es ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem 
1 1 = 0. Sein Mittelpunkt stellt sich dar als 

2(02^3+ «8«1+ «102)^^= «1(02+ «8)A+ «2(^8+ «l)-^ 

Die einfache Umformung vermittelst a == «i + «2 + «3 : 

* Jlf = «(«1^1 + «2^ + «8-4) — WA + «2% + a8*-^8) 

läßt erkennen, daß der Mittelpunkt mit dem beliebig vor- 
gegebenen Punkt P und dem verallgemeinerten Lemo in eschen 
Punkt des Dreiecks kollinear liegt. 

Der Mittelpunkt M ist femer, wie zuerst Schroeter und 
Pisani bemerkt haben, der Schnittpunkt der drei Verbindungs- 
linien JD^Di, B^I)^\ Dz^sf ^^ A? A^ A ^® Seitenmitten und 
D/, Dg', D3' die Mitten der Eckenlinien bezeichnen. 

Jahnke, VorleBungen über die Vektorenreolmimg. 6 
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[XJ5?3 i] = x^ß^E^ + x^ß^E^ — Xiß^E^ — x^ß^E^y 
[ZJ5?3 li E.'l =^{x^ß, + xM [E,E,-\ + x,ß, [E,E,], 

+ ysC^iÄ + ^2A)"^2 — ^%ßfi7i^ij 

\_XE, 6 E, t E,'\ = n{x^ß, + x,ß,) VE,E,-\ 

[ZE3 lE^tE^ :^-Xiri{^ißi + (hß^) 

Demnach lautet die baryzentrische Grleichung des Kegel- 
Schnitts 

Das Beispiel zeigt zugleich mit hinreichender Deutlich- 
keit^ wie die Vektormethode die analytische Geometrie mit der 
synthetischen verknüpfty toie sie auf der einen Seite der Kon- 
stnJction auf Schritt und Tritt m folgen und wie sie a/nderseits 
jeden konstruktiven Schritt unmittelhar in die Sprache derAncdysis 
umzusetzen vermag, 

51. Das BoppdverhMIms eines Stabwwrfes. — v. Stand t 
nennt eine Schar von vier Punkten Ay B, C, D derselben 
Geraden, deren Reihenfolge irgendwie festgesetzt ist, einen 
Punktwurf und versteht unter dem DoppelverMltnis des Punkt- 
wurfes einen Ausdruck, der sich vektoriell so schreiben läßt: 

[ÄC] . [AD] 
ICB]'[DB] 

Gr aß mann erweitert diesen BegriflF, indem er die Punkte 
A, B, C, D durch Stäbe a, Ü, c, b ersetzt und eine Schar von 
Stäben, die durch einen und denselben Punkt gehen, und deren 
Reihenfolge in gewisser Weise festgesetzt ist, einen Stabwurf 
nennt. Doppelverhältnis des Stabwurfes wird dann der Aus- 
druck 

[ac].[tti|l 
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Nun seien in der Ebene vier feste Punkte Ay B, (7, D ge- 
geben^ von denen keine drei in gerader Linie liegen. Dann 
werde nach denjenigen Punkten X der Ebene gefragt^ wofür 
der Stabwurf [XÄ\, [XJ5], [ZC], [XD] ein gegebenes 
Doppelyerhältnis g besitzt. Dieselben haben also der Gleichung 

[XÄ XC\ [XÄ XD] _ 
[XG XB] ' [XD XB] "" 9 

zu genügen. Die linke Seite läßt sich umformen; wenn ich 

bedenke, daß 

[X^ XC] = [XÄ C] X, 

daher folgt 

[XAC] [XDE] - g [XÄD] [XCE] = 0. 

Diese Bedingung müssen alle Punkte X befriedigen, von 
denen aus die vier Punkte Ä, JB> C> D durch einen Stabwurf 
mit dem Doppelverhältnis Q projiziert werden. 

Da die Gleichung in bezug auf X vom zweiten Grad ist^ 
stellt sie eine Kurve zweiter Ordnung dar. Setzt man femer 
für X irgendeinen der vier Punkte , so ist die Gleichung 
identisch erfüllt. Der Kegelschnitt geht folglich durch die 
vier Punkte. Denkt man sich noch g als veränderlichen Para- 
meter, so stellt obige Gleichung ein Kegelschnittbüschel mit 
Ä, Bj Cf D als Grundpunkten dar. 

um aus dem Büschel eine Kurve herauszugreifen, kann 
ich die Forderung steUen, daß die Kurve noch einen fünften 
Punkt E enthalten solle. Der Parameter g muß alsdann der 
Gleichung genügen 

[EAC^ [EBB] - g [EÄB] [ECB] = 0. 

Durch Elimination von g ergibt sich hiemach als Gleichung 
eines Kegelschnitts, der fünf gegebene Punkte A, B, C, D, E 

enthalt: [XAG] [XDB] [EAD] [ECB] 

= [XAD] [XCB] [EAC] [EBB]. 

52. Bie vektoridle Barstdlu/ng der algebraischen ebenen 
Kurven, — Ich will noch zeigen, wie sich die an dem Beispiel 
der Kegelschnitte dargelegte Methode auf die algebraischen 
Kurven ^*«' Ordnung und v*®' Klasse übertragen Va&t 
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Siebentes Kapitel. 
Addition nnd Subtraktion yon Punkten. 

57. Definition. — Die Addition und Subtraktion der 
Punkte im Baum bietet gegenüber der Ebene keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten. Die bezügliche Definition in Nr. 1 ist so 
gefaßt; daß sie ohne weiteres auch für den Baum gültig bleibt. 
Ich kann daher sofort dazu übergehen, das Bechnen mit 
Punkten im Baum an einigen Beispielen darzulegen. 

58. Schwerpunkt des Tetraeders. — Ich betrachte an erster 
Stelle den Fall, wo das Tetraeder durch seine Ecken gegeben 
ist; und setze yoraus, daß die Ecken mit gleichen Gewichten 
versehen sind. Dann kann ich diese Gewichte gleich der 
Einheit wählen und sofort die Summe yon dreien der Ecken, 
die ja immer in einer Ebene hegen, etwo^ A^+Ä^+Ä^y durch den 
Schwerpunkt Sj des Dreiecks A^Ä^Ä^ mit dem Gewicht 3 er- 
setzen. Hiemach habe ich es nur noch zu tun mit der 
Summe -4i+ SS^. Diese aber stellt einen Punkt dar auf der 
Linie Ä^Si, und zwar den Punkt, welcher Ä^S^ im Verhältnis 3:1 
teilt; dieser Punkt ist der gesuchte Eckenschwerpunkt Se und 
sein Gewicht gleich 4. Daher 

Weitere Eigenschaften des Eckenschwerpunktes eines 
Tetraeders ergeben sich durch folgende einfache Überlegung. 
Wegen 
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^1 + ^+4. +^4 = 



3d-S/= d(4+ jj+ Ja+^j - ((J1J.1+ *j4+ <y,4,+ M4), 

woraus, wenn ich 

setze, folgt 3Ä, = 45,-J. 

Hier bezeichnet J^ den Mittelpunkt der Inkugel^ welche 
die Seitenflächen des Tetraeders berührt. Demnach liegt der 
Flächenschwerpunkt des Tetraeders kollinear mit dem Ecken- 
schwerpunkt und dem Mittelpunkt der die Seitenflächen be- 
rührenden Inkugel derart; daß 8/ von 8e um den dritten Teil 
der Strecke SgJ absteht. 

Was endlich den Fall des homogenen Volltetraeders an- 
geht; so verschiebe ich dessen Behandlung auf Nr. 86. 

59. Übungen. — 1) Welches sind die Lagenbeziehungen, 
welche durch folgende einfachen Umstellungen und Umfor- 
mungen 

(2Ä^ + A^) + (A^ + A^-Ä^) 
(2A^ + A^) + {A^ + Ä,--A^) 
(2A, + A^) + (A^ + A^-A^) 
(2A^ + A,) + (A^ + A,^A^), 

(A^ + 2A,) + (A, + A^-A^) 
{A^+2A,) + (a^ + A^-A;) 
(A^ + 2A^ + {A, + A^-A^) 
(A^ + 2A,) + {A,-h A,-A^), 

(2A, + A,) + (A^ + A^^A,) 

= {2A^ + A^) + (A, + A^-A^) 

= (2A^ + A,) + (A^ + A,^A,) 

=={2A, + A^) + {A, + A,-A^ 
ausgesprochen werden? 

2) Wie vereinfacht sich die Konstruktion des Schwerpunktes 
eines in den Kanten homogen mit Masse belegten Tetraeders 
für den besonderen Fall, daß im Tetrader je zwei Gegenkanten 
einander gleich sind? 

3) Bezeichnen AB und CD die parallelen Seiten eines 
Trapezes, wo CD < AB, und zieht man durch die Endpunkte 



A^ + A^ + A^+A^ = 



A^ + A^ + Ä,+A^ = 
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C nnd D ParaUelen zu den Diagonalen des Trapezes^ so 
bilden diese Parallelen mit der Linie AB ein Dreieck^ dessen 
Schwerpunkt mit demjenigen des Trapezes zusammenfällt. 

4) Es soll nachgewiesen werden, daß der vorstehende, 
von Mannheim gefundene Satz far ein beliebiges Viereck be- 
stehen bleibt (vgl. F. Caspary, Sur le centre de gravite d'un 
quadrilatere. Bull. Soc. math. Fr. 28, 143—146, 1900). 

60. Ba/ryzentrische Darstellung eines Punktes im Baum. — 
Der Baum ist durch vier Punkte eindeutig bestimmt, etwa 
JE?!, jBg, jEg, E^, Außerdem sei gegeben ein beliebiger Punkt P. 
Ich verbinde diesen mit E^^ und bringe diese Linie zum 
Schnitt B mit der Ebene E^E^E^. Dann liegt P kollinear 
mit B und E^^ läßt sich also durch diese Punkte linear dar- 
stellen: / , N -n T> . TH 

Anderseits liegt B in der Ebene E^E^E^^ läßt sich daher 
nach Nr. 7 durch jE^, E^y E^ linear ausdrücken, 

qB ^=ic^E^-\- n^E^ + Tc^E^f p = ä^ + ^fg + jTj , 

Demnach ergibt sich 

oder, wenn durch 7C^+ 7t2+ 7t^+ jt^ dividiert wird: 

d. h. jeder Punkt im Raum läßt sich durch die Ecken eines 
Bezugstetraeders linear darstellen; tt^, ^2; ^s^ ^4 ^^^ seine ba/ry- 
zefntnschen oder Telraederkoordinaten, 

Ich will deshalb diese Punktdarstellung die ba/ryzentrisehe 
nennen zum Unterschied von der Jcartesischen Punktdar- 
steUung, die ich im nächsten Kapitel geben werde. 
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wird^ wo cKj^ 0^; 0%, CK4 beliebige reelle Zahlen bedenten^ d. h. 
zwischen vier beliebigen Vektoren des Raumes besteht immer 
eine lineare Beziehung^ oder: Jeder freie Vektor des Baumes 
läßt sich durch drei bdiebige freie Vektoren linear ausdrücken. 

63. Vektor- und Punktdarstdlung durch die Einheits- 
vektoren. — Als diese beliebigen Vektoren führe ich drei Ein- 
heitsvektoren e^, 62; 63 ein von der Art^ daB ihre numerische 
Länge gleich der positiven 
Einheit ist^ und daß ihre 
Bichtungen aufeinander senk- 
recht stehen. Dabei setze ich 
fest, daß der Vektor e^ durch 
positive Drehung (im ent- 
gegengesetzten Sinne des Uhr- 
zeigers) um 90® innerhalb der 
e^e^- Ebene in die Lage des 
Vektors 63 und durch wei- 
tere positive Drehung um 
90® innerhalb der egeg-Ebene 
in die Lage des Vektors 6, 
übergehen soll, mit anderen 
Worten, ich setze ein Bechts- 
system voraus (wie Daumen, pig.,«. 

Zeigefinger imd Mittelfinger 
der rechten Hand; Fig. 26). Alsdann kann ich schreiben 

9k = aiei + a^e^ + a^%y 
wo 

«1 == a cos (a, ej, 0^2= a cos (a, e^), a, = a cos (a, 63). 

Aus dieser Vektordarstellung fließt unmittelbar eine neue Dar- 
stellung des Punktes im Raum. Nämlich, der Vektor a ist doch 
auch darstellbar durch P — E, daher 

P = JB H- «161 + a^e^ + 0^63, 

d. h. jeder Punkt im Ba/um läßt sich durch einen hdidngen 
Punkt wnd drei beliebige Vektoren linear darstellen. 
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anch den Yektorqnadraten zukommt; will ich sie freie Bi- 
Vektoren nennen« 

Herr Timerding hat hierftr den Namen freie Plcmgröße 
vorgeschlagen. 

Ich komme nun zu den inneren Produkten und treffe, wie in 
der Ebene, die Festsetzung, daß jeder Einheitsvektor innerlich 
mit sich bzw. mit einem anderen Einheitsvektor multipliziert, 
gleich der positiven Einheit bzw. gleich Null werden soll, also 

ejei = 6316,-63163=1; [e8|63]==[63|6j = [6i|e2] = 0. 

Die innere Multiplikation wird daher auch als skcdare Mul- 
tiplikation bezeichnet. 

65. Ergänzung des freien Einheitsvektors. — Vergleiche ich 
diese Festsetzungen mit der obigen: 6^6363 = 1, so entsteht 
die Frage, ob es nicht möglich sei, sie aus der letzteren ab- 
zuleiten, die innere Multiplikation also auf die äußere zurück- 
zuführen. Dies ist in der Tat auch im Räume möglich durch 
Einführung des Begriffs der Ergänzung, Diesen definiere ich 
wie folgt: 

Die Ergänzung eines Einheitsvektors bzw. -hivektors ist das. 
äußere Produkt der anderen Einheitsvektoren bzw. -bivektoren, so 
geordnet, daß das äußere Produkt aus dem Einheitsvektor bzw. 
'bivektor und seiner Ergänzung gleich der positiven Einheit ist. 

Ich bemerke vorweg, daß diese Definition sowohl für 
die Ebene wie für den Baum gilt, und daß sie im ersteren 
Fall mit den Ergebnissen der Nr. 29 in Einklang steht 

Für den Baum setze ich hiemach 



denn bilde ich gemäß der Definition 6^ 1 6^, so wird dies gleich 
6^6363 = 1. Ebenso kann ich setzen 

I [6263] = 61, |[©3®i]==®2; IL^i^al^^s; 
denn bilde ich [6263 1 6263], so erhalte ich 62636^ = 646263 = 1. 
Demnach ist die Ergänzung eines Einheitsvektors der aus den 
beiden anderen Einheitsvektoren gebildete Bivektor, dessen Ebene 
auf jenem Einheitsvektor senkrecht steht, und umgekehrt: die 
Ergänzung eines Einheitsbivektors wird durch den a/uf seiner 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenreohnang. 7 
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Ebene senkrechten Einheitsvektor dargestellt — so sswar, daß die 
drei Vektoren stets ein Bechtssystem büden. 

Durch Znsammenstellen der beiden Regeln 

finde ich weiter, daß 

. , I|öi=|[e2e8] = ei 

sem muß, also 

ll^i=^®i; ||®2==®2? Il^s^^^s? 

d. h. die Ergänzung von der Ergänzung eines Einheitsvektors 
führt wieder zum Vektor zurück. 

Zum AbscUuß der Regehi über das Rechnen mit der 
Ergänzung füge ich noch hinzu, daß, wie in der Ebene, die 
ErfzänzuniT einer Summe bleich der Summe der Ertränzun&cen 
«nd die Ergänzung eines Äodukts von EinheitsTektofen gleich 
dem Produkt der Er^Lnzungen sein soll. 

66. Multiplikationstahelle. — Die Regeln in Nr. 64 und 65 

zusammenfassend, kann ich hiemach folgende Multiplikations- 

tabelle aufstellen: 

TabeUe m. 





ei= [6,63] 


e,- [e,ej 


e.= [«!«•] 


61— e,e. 


6,-6,6, 


Cj— e^e. 


e,= e, 





®1®2 


— ejö^ 


1 








^2 — ®2 


-©102 





ögOg 





1 





^3*^ ®S 


®3®1 


— ®2®3 











1 


©2^8 


1 











«8 


-«2 


®3®1 





1 





«5 





61 


ei©2 








1 


«2 


-«1 






Diese Tabelle gibt das Resultat der äußeren Multiplikation 
eines Vektors der linken Vertikalen mit einem Vektor der 
oberen Horizontalen. 

67. Inneres Produkt beliebiger freier Vektoren. — Aus den 
vorstehenden Vorschriften über das Rechnen mit den Einheits- 
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Vektoren müssen nnn die Rechenregeln fQr bdiebige Vektoren 
hervorgehen. 

Ich will zunächst beweisen^ daß sich das innere Produkt 
zweier beliebiger Vektoren im Baume auf genau dieselbe 
Weise darstellt wie in der Ebene. Nämlich^ bedeuten a^ b 
zwei Vektoren der Ebene^ so ist, wie wir gesehen haben, a | b 
eine skalare Größe und zwar gleich ab cos (a, b). Genau das- 
selbe Ergebnis werde ich für den Raum ableiten. 

Dazu gehe ich aus von der Darstellung 
und bilde das innere Produkt der beiden Vektoren: 

oder mit Rücksicht auf die Rechenregeln 

a I b = a^b^ + a^b^ + »363, 
woraus wegen 

a^^^ a cos (a, e^), o^ = a cos (a, e^), a^ = a cos (a, 63), 

61 = 6 cos (b, Oj), 63 == 6 cos (b, e^), 63 = 6 cos (b, 63) 

folgt 

B,\h = ab cos(a, b). 

Hieraus ziehe ich zwei Folgerungen. Erstens, die Be- 
dingung dafür, daß zwei Linien aufeinander senkrecht stehen, 
lautet: es muß das innere Produkt ihrer freien Vektoren ver- 
schwinden. Zweitens, wird b =» a, so ist a | a s= a^, d. h. auch 
im Räume erhalte ich den numerischen Wert eines Vektors, 
indem ich aus dem inneren Produkt desselben mit sich selber 
die Quadratwurzel ziehe und dieser das positive Zeichen gebe, 
und diese Definition des numerischen Wertes oder des Betrages, 
wie Herr M. Abraham sagt, muß auch für die Er^nzung 
des Vektors, d. L für den Bivektor bestehen bleiben. 

68. Ergänmng des beliebigen Vektors, — Ich gehe jetzt 
dazu über, nachzuweisen, daß auch die Ergänzung eines be- 
liebigen Vektors. a einen Bivektor darstellt, dessen Ebene auf 
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der Richtung von a senkrecht steht. Zu dem Zweck nehme 
ich von 

die Ergänzung: 

I a = ai I ej + «2 1 ^2 + »3 1 ^8 = (^i^^s + «s^s^i + ^z^i ®2- 

Die rechte Seite I^t sich als äußeres Produkt zweier Faktoren 
darstellen^ wie folgt 

I a = ^ K©2 - «2®1 ^1% - Ö^S^^i]. 

Aus dieser Formel lese ich unmittelbar ab^ daß |a einen 
Bivektor darstellt. Kann ich jetzt zeigen^ daß der Vektor a 
auf den beiden Vektoren «163 — «361 und a^e^— o^®! senkrecht 
steht; so steht er auch auf der von ihnen gebildeten Ebene^ 
also auf der Ebene von |a (sprich: Ergänzung a) senkrecht. 

Ich habe demnach bloß noch nachzusehen; ob die Oriho- 
gonalitätsbedingungen erfmt sind; ob die inneren Produkte 
[(^i^ — <^z^i |a] und [«162 — 0261 |a] verschwinden. Das ist 
in der Tat der Fall; denn multipliziere ich auS; so finde ich: 

[«163-0361 |a] = [0163- «361 Oll 61 + 02162 + 03! 63] 

= O1O3 [63 1 63] - O1O3 [62 1 62] = 0, 

[0162 — O261 1 a] = [0162 — O261 Ol 1 61 + 02 1 62 + Oj 1 63] 

= — O1O2 [61 1 61] + O1O2 [62 1 62] = 0. 

Nehme ich jetzt von | a die nochmalige Ergänzung; so 
wird 

a = Ol II 61 + 02 II 62 + 03 II 63 = Ol 61 + O262 + O363 = a; 



d. h. die Ergänzung zur Ergänzung eines Vektors führt wieder 
auf den Vektor zurück; oder die Ergänzung eines Bivektors b c 
ist ein einfacher Vektor a; der auf der Ebene des Bivektors 
senkrecht steht und einen solchen Richtungssinn hat; daß eine 
Drehung von b nach c cmf Mrzestem Wege und eine Schiebung 
in Eichtung von a eine Bechtsschrcmbung liefert. 
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• Wer dem analytischen Beweise einen geometrischen vor- 

zieht; findet einen solchen in beistehender Fig. 27 angedeutet. 

Hiermit ist auch klargelegt^ wie der Erganzungsbegriff 

die Einführung einer zweiten Multiplikation neben der äußeren 

entbehrlich machen kann, denn die innere Multiplikation zweier 




Fig. 27. 

Vektoren läßt sich eben, wenigstens formal, als eine äußere 
Multiplikation des ersten Vektors mit der Ergänzung des 
zweiten oder^ wie ich auch sagen kann, eines Vektors undi eines 
Biyektors ansehen. 

69. Äußeres Produkt zweier beliebiger freier Vektoren. — 
Ich habe jetzt zu untersuchen ^ wie sich das äußere Produkt 
zweier 6eüte6igfer freier Vektoren im Raum darstellt. Dazu bilde ich 
ab = [ajOi + «262 + 0^63 6161 + \^ + 6363] 

= n I «1 + ya I «2 + ys I ©8= I (ri^i + ^2^2 + ys^s); 
wenn der Kürze halber 

7i=akl)i-aih (*,Ä,i=l,2,3;2,3,l;8,l,2) 

gesetzt wird. 
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Hieraus ersehe ich einmal^ daß auch das äußere Produkt 
zweier beliebiger Vektoren im Raum wieder Vektorcharakter 
besitzt, und zweitens daß es mögHch ist, die Summe von drei 
beliebigen Bivektoren stets zu einem Bivektor zusammenzusetzen 
oder, was dasselbe ist, daß zwischen vier beliebigen Bivektoren 
stets eine lineare homogene Bdation besteht. Der letztere Schluß 
folgt übrigens auch unmittelbar aus dem Bestehen einer linearen 
homogenen Beziehung zwischen vier beliebigen Vektoren. Ich 
habe ja nur nötig, auf beiden Seiten die Ergänzung zu nehmen. 

70. Der numerische Wert des freien Bivektors. — Ich frage 
jetzt nach dem numerischen Wert des äußeren Produktes zweier 
Vektoren. Derselbe ergibt sich ohne weiteres, wenn ich aus 
der analytischen Geometrie das Resultat benutze, daß die Pro- 
jektionen eines Parallelogramms mit den Seiten a, b gleich 

Vu r^y n sind. 

Wül ich diesen Satz nicht benutzen, so verfahre ich wie 
folgt. Gemäß der Definition ist das Quadrat des numerischen 
Wertes von ab gleich dem inneren Produkt [ab | ab], und dieses 
ist gleich 

bl I «1 + ^2 I «2 + ^8 I «8 ri^l + 71% + rs^s] = yi^+ ^2*+ ^8^- 

Setze ich hier für die c ihre Werte wieder ein, so läßt sich 
die Quadratsumme in bekannter Weise transformieren, nämlich 

y^ + ^2^ + ^8* = K' + «2* + «8*) (6l' + W + \^) 

— (0161 + 0262 + 0^368)* 

und die rechte Seite wird wegen 

ai=- a cos (a, e^), 6,- = 6 cos (b, e^) {i = 1, 2, 3) 



gleich 
also 



«2 J2 _ ^2 J2 cog 2(a^ Ij) _ ^2 J2 gii^ 2(a^ b), 



[ab|ab]-o26«sin«(a, tt), 

d. h. der numerische Wert des Bivektors [ab | ab] ist gleich 
ab sin(a, b). 

Ich ersehe hieraus: das äußere Produkt ab stellt ein Vektor- 
Parallelogramm dar mit den Seiten a, b, dem Inhalt ab sin (a, b) 
und einem bestimmten Umfährungssinn, 



■. ■ . i^ 



, Äußeres Produkt dreier Vektoren. — Äußeres Produkt von Bivekioren. 103 



Sollen also zwei Bivektoren einander gleich sein^ so müssen 
sie außer im numerischen Wert und in der Richtung noch im 
Umfahrungssinn übereinstimmen. 

71. Äußeres Produkt dreier freier Vektoren. — Seien a^ b, c 
drei beliebige Vektoren^ so erhalte ich das äußere Produkt 
abc^ indem ich das Produkt ab äußerlieh mit C multipli- 
ziere. Also 

abc = [yi 1 61 + ^2 1 62 + ^3 1 63 qei + ^262 + CaCj] 



==yi^i + y2^2 + y3^8= 



«1 Og a^ 
h 62 ^s 



und das ist eine skalare Größe^ ebenso wie das äußere Produkt 
der drei Einheitsvektoren. Sie gibt den Inhalt eines Spates 
(vierseitigen Prismas)^ wo in jeder Ecke die drei Kanten a, h, c 
zusammenstoßen. Ich kann daher auch schreiben 

abc = abc sin (b, c) cos (a, | bc) = abc sin (c, a) cos (b, | ca) 

=^ abc sin (a^ b) cos (c^ | ab). 

72. Äußeres Produkt zweier freier Bivektoren. — Seien zwei 
beUebige Bivektoren gegeben, so kann ich sie als Ergänzungen 
zweier Vektoren darstellen^ sie mögen heißen | a und | b, dann 
ist zunächst 

I a = öj I 61 + «2 I ©2 + »3 I ©s; 

., ,. , |b-6i|ei+&2|e2+63l«s> 

folguch 

I a I b = a^\ [| 61 1 ej + (hh [| % I ^2] + «3*8 [| % I ©3] 
+ «2*3 [| «2 I Ö3] + «3^2 [| «3 1 «2] + • • •; 

woraus wegen der über das Rechnen mit den Einheitsvektoren 
festgesetzten Rechenregeln (vgl. Nr. 66) folgt 

I a I b = ^263-1 [6263] + a^\'\ [6362] + 0361-1 [6361] + 0163-1 [öi%] 

= 0263-61 — O362 • 61 + O361 • 62 — Ol 63 • 62 + Ol 62 • 63 — O261 • 63 
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d. h. das äußere Produkt zweier Bivektoren steUt wieder einen 
einfachen Väctor da/r^ welcher oMf der Achsenehene der Bi- 
vektoren senkrecht stdd. Und sein numerischer Wert ist gleich 
ah sin (a^ b). 

Bezüglich der Sclireibweise bemerke ich^ daß ich auch 
künftig statt |[ftl>] einfacher {ab schreiben werde^ indem ein 
für allemal festgesetzt wird^ daß zuerst äußerlich multipliziert 
und dann die Ergänzung genommen werden soll. 

78. FundamentcHformd für das äußere ProdM zweier freier 
Bivektoren, — Seien a^ b^ c drei freie Vektoren, die sich dar- 
steüen in der Form: 

a== «161 + 0262 +0363, 

b= 6161 + 6262 +6368, 

C =» Ci 61 + Cj{ 62 + C363, 

80 bilde ich zunächst das äußere Produkt ab und multi- 
pliziere dieses äußerlich mit | C, so entsteht der Ausdruck 
[ab I c] = ab I C. Welche yektorielle Bedeutung kommt ihm 
zu? Da ab die Er^uizimg eines freien Vektors ist, etwa 
ab = I c'^ so läßt sich unser Ausdruck schreiben in der Form 
I c' I c = I c'c, d. h. er stellt einen freien Vektor dar, der auf den 
Vektoren C und c' senkrecht steht. Da nun c' auf den Vektoren 
a^ b senkrecht steht, müssen die drei Vektoren a, b, |c'c einer 
und derselben Ebene parallel, also Vektoren der Ebene sein^ 
woraus folgt, daß sich ab|c linear durch a und b darstellen 
lassen muß. 

um diese Darstellung zu finden, bilde ich 

ab I C = [yi I 61 + ^2 I «2 + n i ®3 ^ I «1 + ^2 1 ®2 + ^ I «s] 

= («iq + a^c^ + a^c^ (6161 + 6263 + 6363) 

— (61 Ci + 62C2 + 63C3) (»161 + 0362 + «363). 

Nun ist 

ttjCi + 02^2 + 0363== a I c, 61C1 + 62C2 + 6363 = b I c, 
demnach wird 
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ab I c = [a I c] b — [b I c] a, 

und das ist die gesuchte Formel für das äaßere Produkt zweier 
Bivektoren. 

Ein anderer Beweis dieser Formel, der von der Zerlegung 
des Vektors nach den drei Einheitsvektoren keinen Gebrauch 
macht, rührt von J. Lüroth her (Grundriß der Mechanik, S.40. 
München 1881, Th. Ackermann). Dagegen ist die Ableitung, 
welche Herr Bucherer in seinem Werk „Elemente der Vektor- 
Analysis'^ S. 18, 19, Leipzig 1903, B. G. Teubner, beibringt, 
nicht einwandsfrei, insofern nicht bewiesen wird, daß der von 
ihm eingeführte unbestimmt skcHare Faktor -BT wirklich eine Kon- 
stante ist, was doch im allgemeinen nicht einzutreten brauchte. 

74. Unterschied der Victoren im Baume von den Vektoren 
der Ebene. — Zum Abschluß dieses Kapitels will ich das Unter- 
scheidende des Yektorkalkuls im Baum von demjenigen in 
der Ebene noch einmal hervorheben. Während in der Ebene 
nur eine Art freier Vektoren möglich ist, treten im Baum 
deren zwei auf, die Vektoren und die Bivektoren. Verlieren 
in der Ebene das innere und das äußere Produkt den Vektor- 
charakter und dtellt das erstere einen invarianten Skalar, das 
letztere einen Skalar dar, der das Vorzeichen ändern kann, so 
ist im Baum das innere Produkt ein Skalar, das äußere aber 
ein Bivektor. In der Ebene liefert die Ergänzung eines Vektors 
wieder einen einfachen Vektor, im Baume dagegen einen Bi- 
vektor. Während im Baum die Er^nzung zur Ergänzung eines 
Vektors wieder zum Vektor selber zurückführt, ist in der 
Ebene die von der Er^nzung genommene Er^Lnzung gleich 
dem ursprünglichen Vektor mit entgegengesetztem Bichtungs- 
sinn. Es liegt hierin ein wesentlicher Unterschied des zwei- 
dimensionalen vom dreidimensionalen Baum ausgesprochen. 
Endlich sind in der Ebene drei, im Baume erst vier beliebige 
Vektoren stets durch eine lineare Belation verbunden. 

75. Übungen. — 1) Bedeuten a, b, c, d vier beliebige 
freie Vektoren, so besteht die Identität 

[b - c I a - d] -f [c - a 1 b ~ d] -f [a - b I c - d] = 0. 
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Setze ich a =-4-0, b=JB-0, c = (7-0, d=D-0, 
so ergibt sich eine bekannte Eigenschaft des Tetraeders AB CD. 

2) Bedeuten a, b, C, d vier beliebige Vektoren, so besteht 
zwischen ihnen eine lineare Relation, die sich so schreiben läßt 

[abc] d = [bcd] a — [cda] b + [dab] c. 

3) Zu beweisen, daß drei beliebige Vektoren der Gleichung 

[bc|a] + [ca|b] + [ab|c] =» 
genügen. 



4) Zu beweisen, daß 



[a^agag b^b^bg] = 



^W ^W ^W 

a^lbg a^lbg 9i^W 

^W ^w ^w 



76. Erweiierungen des Pythcigoreischen Satzes auf den 
Baum, — Seien a^, a^, aj, a^ vier freie Vektoren, die ein 

geschlossenes Vierfiach bilden, dann 
ist 

at + %+a3+a4=0 
oder 

a»! 4" ^2 + ^3 = — ^4. 

Wird diese Gleichung innerlich mit 
sich selber multipliziert, so folgt 

ai^+(h^ + a^^-'2a^a^ cos «23 

— 2a3aiCosa3i 

— 2a^a^ cos a^g = a^y 

wenn man beachtet, daß der Winkel 
zwischen den Vektoren a,-, a;^ das 
Supplement zu dem Innenwinkel ua im Vierflach bildet. Das 
ist aber nichts anderes als der Cosiims- oder PyÜiogoreische 
Satz für das räumliche Vierflach, 

Sei anderseits ein Vektortetraeder gegeben mit den von 
einer Ecke ausgehenden Kanten a, b, C. Die Seiten des 
Gegendreiecks dieser Ecke sind dann (Fig. 28) c — b, a — c, b — a. 
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Nun sind die vier Seitenflächen freie Bivektoren^ die ich mit 
^} ßf 7) ^ bezeichnen will. Dann ist 

2a = l)c, 2^ = ca, 2y = ab 
und 
2cf = [a — c a — b] = — ca — bc — ab = — 2« — 2j5 — 2y, 

woraus 

d. h. im Vektortetraeder besteht zwischen den vier Seitenflächen 
eine lineare homogene Relation, analog derjenigen, wie sie im 
Vektorvierflach zwischen den vier Kanten besteht. Es ist dies 
eine Folge des dualen Verhältnisses, in welchem freier Vektor 
und freier Bivektor zueinander stehen. 

Multipliziere ich nun diese Vektorbeziehung in der Form 
a + ß + y^--ö innerlich mit sich selber, so folgt 

d\d-=a\a + ß\ß + y\y+2ß\y + 2y\a + 2a\ß 

oder wenn die numerischen Werte von «, ft y, d mit a, ß, y, d 
bezeichnet werden, 

d^= a^+ ß^+ y^+ 2ßy cos A^^ + 2ya cos Ä^^ + 2aß cos Ä^^, 

und das ist der Py&iagoreisc^ Lehrsatz für ein beliebiges Tetrcieder, 
wenn mit Änt die Supplemente der räumlichen Winkel zwischen 
den Seitenflächen des Tetraeders bezeichnet sind. 

Wird dagegen die obige Vektorgleichung mit a, bzw. ß, y, cf 
innerlich multipliziert, so ergeben sich die Formeln 

a + ß cos Ä^2 + ? ^ös -4^3 + d cos J.^^ == 0, 
a cos Äi2 + ß + y cos -428 + ^ ^^s -^4 ^ ^y 
a cos -4^3 + ß cos -423 + y + ^ cos -^34 = 0, 
a cos Ji4 + ß cos -424 + y cos -434 + d = 0. 
Hieraus fließt das Verschwinden der Determinante 

I cos -4,-i 1=0 (», Ä = I1 2, 3, 4), 

die bekannte Relation zwischen den sechs Flächenwinkeln des 
Tetraeders. 
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77. Übungen am der sphärisdien Trigonometrie, — Ich 
gehe ans von der Formel 

[ab|c] = [a|c]b-[b|c]a 

und multipliziere sie innerlich mit dem Vektor d^ so folgt 

[ab|cd] = [a|c][b!d]-[b|c][a|d]. 

Nehme ich die numerische Lange der Vektoren gleich 
der Emheit; so ist 

[a I c] = cos (a, c), [b | c] = cos (b, c), 

[a I d] = cos (a, d), [b | d] = cos (b, d) 
und 

[ab I cd] = sin (a, b) • sin (c, d) • cos (ab, cd), 

demnach 

sin (a, b) sin (c, d) cos (ab, cd) == cos (a, c) cos (b, d) 

— cos (b, e) cos (a, d). 

Dies ist eine Identität zwischen den Winkeln, die vier 
Vektoren im Raum miteinander einschließen, oder wie ich 
auch sagen kann, zwischen den Winkeln eines sphärischen Vierecks. 

Setze ich d = a, so fließt hieraus die bekannte Formel 
am sphärischen Dreieck 

cos (b, c) = cos (c, a) cos (a, b) — sin (c, a) sin (a, b) cos (ca, ab). 

Femer, durch zyklische Vertauschung der a, b, c ergibt 
sich aus der obigen Identität 

sin(b, c) sin(a, d) cos(bc, ad) = cos(a, b) cos(c, d) 

— cos (c, a) cos (b, d), 
sin(c, a) sin(b, d) cos(ca, bd) = cos(b, c) cos(a, d) 

— cos (a, b) cos (c, d), 
demnach durch Addition 

sin (b, c) sin (a, d) cos (b c, a d) + sin (c, a) sin (b, d) cos (c a, b d) 
+ sin (a, b) sin (c, d) cos (ab, cd) = 0. 

An dieser Stelle möge noch die Bemerkung Platz finden, 
welche zuerst von F. Möbius gemacht worden ist, daß alle 
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Formeln der sphärischen Trigonometrie symmetrischer werden, 
wenn man statt der Neigungswinkel der Flächen ihre Außen- 
winkel setzt. Die WirM der PölarecJce werden darni gleich 
den Seiten der ursprünglichen Ecke und tmigekehrt; und alle 
Formeln der sphärischen Trigonometrie behalten nnmittelbar 
ihre Geltung^ wenn man Winkel und Seiten vertauscht. 

78. Satz über die Trägheitsmomente zweier Punktsysteme, — 
Seien -4^, A^y . - An und Ä^, Ä^, . . . Ä,! zwei Punktsysteme 
im Baum; und 0' zwei beliebige Punkte. Dann ist 

^'-^, =(^/- 0') - {A, - 0) + (0'- 0). 

Führe ich nun zwei neue Punktsysteme Bi, B/ (i= 1, 2, .'. . n) 
ein und setze 

so ist 

(^/ _ 0') - (A, - 0) = B,' - B„ 
also 

Ai' -Ai = Bi' - Bi +0'-0. 

Durch innere Mtdtiplikation folgt 

AiÄi'^ = BiBi'* + 00'« + 2 \Bi' - Bi | 0' - 0] 
und 

2miÄ{Ai'* = SmiBiBi" + m • 00'^ 

i i 

+ 2 [27m,J5,' - SmiBi \ 0' ~ 0], 

wo m = Smi die Massensumme eines jeden Systems bezeichnet. 

Nun ist 

SmiB/ - SmiBi = SmiÄi' - 2JmiAi -I- m (0 - 0') 

i i i i 

wenn 

SmiÄi = mS, SmiAi = mS^ 

i i 

gesetzt wird. 

Lasse ich jetzt die beliebigen Punkte 0, 0' bzw. in die 
Schwerpunkte S, S' der beiden Punktsysteme (niiAt), {miAi) 
fallen, so ergibt sich die von Herrn Fouret (Bull. Soc. 
Math. F. XI; 1883) gefundene Beziehung 
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Hieraus geht hervor^ daß ein wesentliclier Unterschied besteht 
zwischen dem äußeren und dem vektoriellen Produkt zweier 
YektoreU; und daß es nicht erlaubt ist^ diese beiden Be- 
zeichnungen miteinander zu vertauschen^ wie es neuerdings 
leider von Seiten namhafter Physiker geschehen ist. 

80. Die geometrische und die physikalische Bichtung der 
Vektorandlysis. — Die Entscheidung darüber^ welche der beiden 
Definitionen^ ob die spezielle Heaviside sehe oder die um- 
fassende Graßmannsche^ zum Ausgangspunkt passend zu 
wählen ist, hängt von dem Zweck ab, welchen man verfolgt. 
Handelt es sich allein um Anwenduniren auf physikaUsche 
Probleme, so kann man sich wohl mit derjenigen Heaviside s 
begnügen. Will man aber Methoden entwickeln, die nicht 
bloß auf Physik, sondern auch auf Geometrie im weitesten 
Sinn des Wortes (insbesondere mit Einschluß der geometrischen 
Mechanik) anwendbar sind, so ist man gezwungen, die Graß- 
mannsche Auffassung zugrunde zu legen, d. h. Vektor und 
Bivektor als duale Elemente des dreidimensionalen Vektor- 
raumes und — was der Hamilton-Heavisideschen Richtung 
durchaus fremd ist — neben dem freien den gebundenen Vektor 
einzuführen. 



Nenntes Kapitel. 

Die gebundenen Yektoren oder Stäbe. 

81. Äußere MvHtiplikation zweier PmJde. — Seien gegeben 
die vier; den Baum bestimmenden Punkte E^, E^, E^, E^, so 
kommen für den Baum in Betracht die äußeren Produkte [^EiEjt^ 
[EiEtEi'] und [EfEkEiE^] (i, Tz,l, m^ 1, 2, 3, 4) als Größen 
höherer Dimension (zweiter, dritter und vierter Stufe). 

Indem ich auch hier an der Eigenschaft des äußeren 
Produktes festhalte: das Vorzeichen zu wechseln, wenn zwei 
Faktoren miteinander vertauscht werden, kann ich die Be- 
trachtung beschränken auf die GebUde 

\E,E^\ {E,E,-\, \E^E,'\, [E^E;\, IE,E,\ [^«iJJ; 

\E^E^E^y [E^E^E^, [E^E^E^, [E^E^E^-^ \E^E^E^E^, 

Ich frage zunächst nach der Bedeutung von \E^E^. Nun, 
die in Nr. 18 gegebene Definition für das äußere Produkt 
zweier Punkte der Ebene ist so ge&ßt, daß sie ohne weiteres 
auch für den Baum bestehen bleibt. Auch im Baum soU 
\E^E^ den gehundenen Vektor bezeichnen, der von E^ nach 
E^ gerichtet ist, die Länge der Strecke E^E^ besitzt und in 
seiner eigenen Bichtung beliebig hin- und hergeschoben werden 

kann, so daß wieder [E^E^] [AE^y [^i-E^i] = 0. Der 

Kürze halber soll der gebundene Vektor da, wo kein Miß- 
verständnis möglich, wieder durch einen kleinen deutschen fett- 
gedruckten Buchstaben bezeichnet werden, zum Unterschied 
vom freien Vektor, den ich ja durch einen lateinischen Buch- 
staben bezeichne, so daß z. B. t einen gebundenen und e den 
entsprechenden freien Vektor bezeichnen sollen. Und ebenfalls 
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85. Shüare erster und zweUer Art. — Die skalaren Größen^ 
welche wir bisher kennen gelernt haben ^ lassen sich in zwei 
Klassen einteilen nach ihrem Verhalten gegenüber den Eo- 
ordinatentransformationen. Zur einen Klasse kann man die- 
jenigen Zahlen rechnen^ welche die Eigenschaft haben^ bei Ko- 
ordinatentransformation^ die Inyersion einbegriffen^ völlig un- 
ge'ändert zu bleiben. Ein solcher Skalar ist das innere oder 
skalare Produkt [ft | b] » a^ h^ + ^2 ^2 +^8^8* ^^ anderes Verhalten 
zeigt das äußere Produkt von drei Vektoren [abc] oder das 
äußere Produkt von vier Punkten. Es bleibt wohl bei Ver- 
schiebung und Drehung des Koordinatensystems ungeändert, 
wechselt aber das Vorzeichen^ wenn ich von einem Bechts- 
sjstem zu einem Linkssjstem übergehe. Die Herren Klein 
und Timerding nennen die ersteren Skalare erster Art, die 
letzteren Skalare zweiter Art, Herr Abraham unterscheidet 
Skalare und Pseudoskalare. 



Zehntes Kapitel. 

Anwendung anf die analytische Geometrie. 

86. Die haryemirischm Koordmatm des Punktes. — AI9 
eine erste Anwendung der soeben aufgestellten Regeln fiir die 
äußere Punktmultiplikation wähle ich die Frage nach der 
geometrischen Bedeutung^ welche den Koeffizienten in der 
Punktdarstellung der Nr. 60 

zukommt. Die Antwort ergibt sich sofort; wenn ich die 
Gleichung der Beihe nach äußerlich mit 

iE^E^E^^ [E^E^E^, \E^E^E^\ [E^E^E^ 

multipliziere. Im ersten Fall wird 

[P J5?2 JE?3 E^ = Äi \E^ J5?2 -Bg E^ + ä^ [E^E^ E^ JEJ + äj [E^ E^ E^ E^ 

Hier verschwinden diejenigen äußeren Produkte^ wo zwei gleiche 
Faktoren auftreten^ und es bleibt wegen [E^E^E^E^ = + 1: 

[FE^E^E^ = Ä^. 

Ebenso liefern die anderen Multiplikatoren 

[PE^E^E^] = 7C2[E2E^E4^Ej], 

[PE^E^E^] = ^^lE^E^^E^E^], 

. ^ [PEi E^ Eq] = 7t4^ [E^E^ E^ J5J3] . 

Nun ist 

^IE,E,E^E,] = [E,E^E,E,']=^[E,E,E,E,-]^IE,E,E,E^^+1. 

Demnach nimmt die Darstellung des Punktes P die Gestalt an 

P = 

[PE,E,E,']E,-[PE,E,E,]E, + [PE,E,E,-]E,-[PE,E,E,-]E,, 

d. h. die Koeffizienten^ welche bei der Darstellung eines Punktes 
im Raum durch die Ecken des Bezugstetraeders auftreten^ 
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XJnterdeterminanten zweiter Ordnung; welche sich aus den 
Elementen der Matrix 

^11 ^12 ^13 ''^14 

bilden lassen^ also nichts anderes als die sechs homogenen 
Koordinaten der geraden Linie. Es verdient hervorgehoben 
zu werden^ daß diese Koordinaten nicht unabhängig von- 
einander sind; sondern daß zwischen ihnen die bilineare 
Identität - 

PisPu + P91P2A + P12PS1 = 
besteht. 

Will ich die geometrische Bedeutung der Koeffizienten 

Pijc erkennen, so habe ich nur nötig, die obige Darstellung 

der Geraden [PiPj] äußerlich mit e,* zu multiplizieren, dann 

ergibt sich sofort 

[PlP^tikl^Pikltiktim] (^Ä,Z,ni = l,2,3,4;2,3,l,4; 

3,1,2,4) 

oder wegen [e^^e,«] = [E^E^E^E^ = + 1: 

d. h. die baryzentrischen Koordinaten der geraden Linie im 
Raum sind den Lihalten der Tetraeder proportional, welche 
die gerade Linie, als gebundener Vektor aufgefaßt, mit den 
Kanten des Bezugstetraeders einschließt. 

Demnach nimmt die vektorielle Darstellung der geraden 
Linie die Form an 

a = IP^P,E,E,] e,8 + [PtP,E,E,] t,, + [PtP.E.i:,^ t,, 

+ [P,P,E,E,-\ ei4+ [PiP,E,E^-\ t,^+ IP^P,E,E:\ ts,. 

88. Die Plückerschen Koordinaten der geraden Urne. — 
Li der vorstehenden Nummer bin ich ausgegangen von der 
Darstellung des Punktes durch die Ecken eines Tetraeders 
und bin zu den Tetraederkoordinaten der geraden Linie ge- 
kommen. Ich will jetzt die andere Punktdarstellung verwenden, 
welche ich in Nr. 63 angegeben habe, wo als „Richtstücke^^ des 
Punktes ein beliebiger Punkt und drei freie Vektoren ge- 
wählt sind. Ich setze also an 



Die Flacker sehen Koordinaten der geraden Linie. 121 

Pl -= -E + 011©! + «12 02 + öis©s> 
Pg = J5+ «2161 + a22©2 + «2S©8; 

woraus 

P2-Pl=(«21-«u)©l+(ö^22-«12)©2+(«28-'«ls)©8; 

und bilde das äußere Produkt 

^ = («21 - %) [-^©l] + (0^22 - «12) lE^i\ + K - «is) [-^©s] 
+ (<*12Ö^23 — «130^22) [©2©8] + Ksö^l — ö^ii^gs) [©8©l] 
+ Kl «22 — «12 «21) [©1 ©2] ; 

d. h. der gebundene Vektor a läßt sich durch drei gegebene 
Vektoren^ die von einem beliebigen Punkt ausgehen, und 
durch drei freie Bivektoren darstellen. Dabei sind a^^ — a^^, 
«22~«i2; «28 ""«18 ^® Koordinaten der von E ausgehenden, 
mit PjP2 gleichen und gleichgerichteten Strecke J5P, femer 

«12 «28 "" «i8«22> «13 «21 "" «ii«2s; «11 «22 "" «12 «21 ^ic Koordiuat«! 
des Parallelogramms EP^P^P oder der doppelten Dreiecks- 
fläche EP^P^ ihrem ümfahrungssinn und ihrer Stellung im 
Baume nach. 

Zwischen diesen Koordinaten besteht noch die Identität 

(«21 - «ll) («12«28 - «18«22) + («22 — «I2) («18«21 — «11«28) 

+ (»28 — «13) («11 «22 — «12 «21) = 0. 

Hier läßt sich die linke Seite auffassen als das äußere Pro- 
dukt von 

(«21 - «11) L-E^i] + («22 - «12) [-£^©2] + («28 ~ «13) \ß%'\ = * 
mit 

(«12 «23 - «18 «22) [©2 ©3] + («13 «21 - «11 «23) [©8©l] 

+ («11 «22 - «12«2l) [©1©2] = I «; 

d. h. als den Inhalt eines Prismas, dessen Grundfläche die 

Koordinaten 012023"" «i8 «22 > «i8«2i"~ «ii«28y «ii«22~ «i2«2i ^^^^ 
dessen Seitenkanten die Koordinaten aai-a^i, a22-«i2. «28-«i8 
besitzen. Demnach sagt obige Identität nichts anderes aus, als 
daß die Strecke {1 der Fläche | 4 parallel gerichtet ist. 

Diese Koordinaten sind unter dem Namen „Plückersche 
Koordinaten der geraden Linie ^ bekannt, doch verdient hervor- 
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gehoben zu werden^ daß bereits 6r aß mann in der ersten Auf- 
l^e der Ausdehnnngslehre auf die zu ihnen fahrenden ^^ Rieht- 
stücke^^ hingewiesen hat. 

89. Die baryzmtrischen Koordinaten der Ebene. — Ich 
nehme jetzt einen weiteren Punkt 

^3 "^ ^81^1 + ^82 -^ + ^88-^8 + ^84^4; ^^Si^ ^ 

hinzu xmd bilde das äußere Produkt der Punkte P^, Pg, Pj, 
so wird 

[PlPjP8]== [P28e2s+-+J>uei4+--- ^SlEl + "'+^Z4^4\ 

oder 

+ ^8 [•^4-^1 -^2] "" ^4 [•^1^2^3L 



wo 



Xi = 



TCik All Tttm 
TCiJt X%i X2m 
TCzjt ^Zl ^9m 



{%, k, l, m=»l, 2, 3, 4; 
2, 3, 4,1; 3, 4, 1,2; 4, 1,2,3) 



gesetzt ist. Hieraus ist ersichtlich^ daß sieh der gebundene 
Biyektor [PiPsPs] linear durch die vier Seiten des Vektor- 
tetraeders ausdrücken ^t. Die Koef^ienten Tti sind die 
ünterdeterminanten dritter Ordnung^ welche aus der Matrix 



^11 


^12 


^18 


^14 


^21 


^22 


^28 


^24 


^81 


%2 


%3 


^84 



gebildet werden können ^ sie stellen bekanntlich die bary- 
zentrischen Koordinaten der Ebene [PjPgPs] dar. 

Die geometrische Bedeutung der Tti erhellt sofort, wenn 
ich die Formel für [P^P^Pf^] mit J5, äußerlich multipliziere; 
es ist nämlich 

[JB,P,P2P8] = 7t, [E,E,E,E,-\ 
oder wegen [E^E^E^E^] = + 1: 
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die vier Punkte P^, Pg, Pg, P4 bestimmten Tetraeders dar- 
stellt. 

Nehme ich dagegen im Anschluß an Nr. 90 den Punkt 
P4 in der Form 

P4 == -B + «4161 + »4362 + a43e3, 
so folgt 

wo [^eiOgej] = 1 und 

^ = »41(0^11+0^21+ «31) + «42(012+ «22+ ^2) + «43(0^»+ «28+ «33)- 

a 

Eine weitere Darstellung des Tetraedervolumens ergibt 
sich; wenn ich bedenke^ daß ich das äußere Produkt der vier 
Punkte Pj, Pg, P3, P4 auch als äußeres Produkt der beiden ge- 
bundenejn Vektoren [P^P^], [P3P4], die ja dasselbe Tetraeder 
bestimmen, auffassen kann. 

Wie in Nr. 87 gefunden, ist 

Entsprechend sei 

[■Ps-P*] = 328 lE,E,-\ + • • • + 3i4 lE.E^] + ■■; 
dann wird, mit Rücksicht auf die Gesetze der äußerenMultiplikation: 

[Pl Pg P3P4] - 1)28214 + 1)31324 + PMU + Ä4&8 + i>24&l + l>842l2> 

und das ist die Darstellung des sechsfachen Tetraedervolumens 
vermittelst der Linienkoordinaten zweier Gegenkanten. 

Noch einen vierten Ausdruck will ich für [P1P2P3P4] 
mitteilen, der die Analogie des äußeren Produktes von vier 
Punkten im Baum mit demjenigen von drei Punkten in der 
Ebene vervollständigt. Wie aus der elementaren Geometrie be- 
kannt, läßt sich das Volumen eines Tetraeders, welches durch zwei 

Gegenkanten a, b gegeben ist, darstellen durch — ahh sin(a, b), 

wenn h den kürzesten Abstand der beiden Kanten bedeutet. 
Daher ergibt sich das äußere Produkt 

[Pl P2 P3P4] = a23ai,Äi sin (O23, a^) 

= a3ia24Ä2 süi(<l8i; •^4) 
= ai2a34Ä8 sin(tti2, 1I34), 
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95. Bas Graßmannsche DoppelverhMinis von vier Gereden, 
die von einer einzigen Geraden getroffen werden. — Ich be- 
trachte vier Geraden %, ü^, ttg, 04, die i. a, von den beiden 
Geraden g und ]§ geschnitten werden. Die zugehörigen Schnitt- 
punkte seien Ä^, A^, A^, Ä^ und B^j B^, B^, B^. Dann darf 

ich setzen 

«,= Pi [-4. .5,] (* = l,2,3, 4), 

woraus 

^^ = 9293 \.Ai^% -^8^3] = — P2P3 [A%Ai ^2^3]^ 

<^4Ä3=P894[AJ54 ^3-^3] = - P8P4CAA ^4-^3]- 

Demnach nimmt das von Graßmann eingeführte Doppel- 
verhältnis der vier Geraden (vgl. Nr. 51) die Form an: 

a,a» • a.o, [A,Ä^ B,B,] ' [ä,ä, B.B,]' 

Nun ist der Inhalt des sechsfachen Tetraeders 

[ÄiÄk BiBk] =^aikhikP sin S, 

wenn atk, hk die Längen der beiden Gegenkanten ÄtÄk, BtBk, 
p deren kürzesten Abstand und d deren Neigungswinkel bedeuten. 
Folglich hat man für das Graßmannsche Doppel Verhältnis 
den Wert . . 

'^l'^ . ttl'^4 ^ «n g^ll . «14^4 . 

Anderseits ist der Inhalt desselben sechsfachen Tetraeders 

« 

tt»ll*= diOikhih sin aa, 

wenn aiy ak die Längen der beiden Gegenkanten ÄiBt, ÄkBt, 
hije deren kürzesten Abstand und «,* = a,— a* deren Neigungs- 
winkel bedeuten. Alsdann ergibt sich die Relation 

hi^ sin cfta ^ ^14 sin «t4 _ ^n ^12 . üiA^. 
ÄjgSinojj * Äj^sinocj^ «m^j» ' «84 ^s4 

Ich will jetzt diese Formeln spezialisieren für den Fall, 
daß die beiden Geraden g und 1^ zusammenfallen, die vier 
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Seien a^y üt^y üt^, st^ vier beliebige Ebenen ^ so soll sein 

Nun beiße P der gemeinsame Scbnittponkt der Ebenen 
^19 ^ij ^3 7 d. b. es sei 

alsdann mnß auch 

[P«J = 

sein^ d. b. die vier Ebenen scbneiden sieb samtlicb in einem 
Punkt. 

Bestebt aber bereits zwiscben drei Ebenen eine lineare 
Relation^ etwa 

so muß jeder Punkt; der den Ebenen üt^, üt^ gemeinsam ist^ 
aucb der Ebene üt^ angeboren ^ die drei Ebenen müssen sich 
alsdann in einer einzigen Geraden schneiden. 

97. Übungen. 1) Homogene Bdationen zwischen Tetraedernr 
die sich cms acht Punkten des Baumes zusammensetzen lassen. 
— Ich gebe an erster Stelle aus von der PunktdarsteUung, 
wobei ich die Annahme \E^E^E^E^ = + 1 fallen lasse: 

\E,E,E,E^ P, = [P,E,E,E,] E, - [P^E.E.E,] E, 

+ [P,E^E,E,-] E, - [,P^E,E,E,] E, 
und multipliziere dieselbe äußerlich mit [P2P3P4], so wird 

IE,E,E,E,][P,P,P,P,] = [P^E,E,E^ [E,P,P,P,] 

- [P,E,E,E,-][E,P,P,P,] + [P,E,E,E,-\[E,P,P,PJ 

-[P,E,E,E,-\[E,P,P,P^. 

Aus dieser Relation zwischen zehn^ aus acht Punkten gebildeten 
Tetraedern^ fließen neue^ einmal durch die Überlegung^ daß die 
linke Seite und folglich auch der Wert der rechten sich nicht 
ändert; wenn ich die Hi durch die P,- ersetze, anderseits durch 
die Überlegung, daß die linke Seite und daher auch der Wert 
der rechten Seite bis auf das Vorzeichen umgeändert bleibt, 
wenn ich die P^, Pg, P3, P^ zyklisch permutiere. 
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die sich für den speziellen Fall, daß p mit a^^ etwa znsammen- 
fallt; in die einfachere Relation der Nr. 94 zusammenzieht. 

4) Satz von Möbius über die VerwancUtmg der Summe 
dreier Tetraeder, welche eine gemeinsame Kante PQ haben tmd 
deren Gegenhmten von einer gemeinsamen Ecke R ausgehen, in 
ein einziges Tetraeder. — Gegeben drei Punkte E^, jBj, JS^, 
dann stellt sich deren Schwerpunkt dar als 

3o = E^ -}- E^ -|- JSj. 

Diese Formel werde äußerlich mit [P^JB] multipliziert, so 
folgt, wenn 3(S — B) = T— JB gesetzt wird, 

3[SPeiJ] = 3[Ä-12 PQE\=^[T-B PQE\=^iTPQE\, 

daher 

\E,PQE\ + iE^PQE\ + \E^PQB\ = \TPQE\, 

wo T=3iS — 2jB in einfacher Weise zu konstruieren ist 

5) Satz a/us der Tetraedergeometrie. — In den Seitenflächen 
des Tetraeders A^A^A^Ä^^ seien vier Punkte gegeben, und zwar 

(«2 + «8 + aj^i = «2^ + cc^A^ + a^A^, 

(«8+ «4+ c^)B^=cc^A^+ «4-^4+ «iJ-i, 

(«4 + «1 + ^)Ss = «4-^4 + «1 A + «2-4? 
(<^+*«2+ «3)^54== «1^+ «2^+ «3-^8; 

wo ai beliebige Gewichte bedeuten. Es ist zu beweisen, daß 
die Eckenlinien A^B^, ^2^2} -^8-^3; -^4-^4 hyperboloid liegen. 

6) Die Plückerschen Koordinaten des kürzesten Abstandes 
zweier windschiefer Geraden zu bestimmen. 



Elftes Kapitel. 

Anwendung auf die Statik und die Kinematik 

des starren Körpers. 

98. Das vektoridle Abbüd der Kraft — Wie in der Ebene 
läßt sich ancli im Raum der gebundene Vektor als eine Kraft 
deuten; deren Intensität darcb die Länge des Vektors und 
deren Richtung und Sinn durch die Richtung und den Sinn 
des Vektors angegeben werden. Diese Deutung findet ihre 
nähere Begründung in der Tatsache ^ daß das Rechnen mit 
gebundenen Vektoren zu den bekannten Sätzen der Statik führt. 
Dies soll an einigen Beispielen dargelegt werden. 

99. Der Satz vom Krafteck, — Seien drei Krafte gegeben^ 
die an einem und demselben Massenpunkt P angreifen^ so 
kann ich sie mir ersetzt denken durch drei gebundene Vektoren 
[PPi], [PPi], [PPsl, deren Längen ein Maß der Kräfte geben 
und deren Richtungen mit den Kraftrichtungen übereinstimmen. 
Nun lassen sich gemäß Nr. 81 diese Vektoren wieder zu einem 
Vektor zusammensetzen^ denn es ist 

[PPJ + [PP,] + [PP3] = [P P,+ P, + Ps] = 3 [PS], 

wenn S den Schwerpunkt -|-(Pi + -P2+ Ps) ^^^ Dreiecks P^P^P^ 
bezeichnet, d.h. die Summe dreier denselben Massenpunkt angrei- 
fender Kräfbe läßt sich durch eine Resultante ersetzen, welche 
in demselben Punkt angreift, von dem Schwerpunkt der Gegen- 
fläche des von den Kräften gebildeten Tetraeders nach ihm 
hin gerichtet ist, und deren Litensität durch die dreifache 
Länge dieser Eckenlinie gemessen wird. 

Sind n Kräfbe gegeben, so erfolgt deren Zusammensetzung 
nach der Formel 
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2[PPi] = [P2P,^ = n[PS], 

% t 

WO 

nS= 2 Fi 

i 

Schwerpunkt aller Punkte P,- (i = 1, 2, . . . w) ist, und das ist 
ein Fundamentalsatz der Statik. 

100. Gleichgewicht zwischen sieben Kräften im Baum. — 
Ein anderer woKlbekannter Satz der Statik ergibt sich aus der 
Gleichung: 

^ ^ PiZ^n + Pzihl +i>12^12 +i>14^4 +1^24^24 +i>84^S4 

in Nr. 87. Linker Hand steht eine Kraft und rechter Hand 
sechs Kräfte, deren Intensitäten und Richtungen durch die 
Kanten eines Tetraeders bestimmt sind, d. h. jede Kraft ^t 
sich nach den sechs Kanten eines, von'vomheiein gegebenen 
Tetraeders zerlegen. 

Nun lassen sich je drei Vektoren der rechten Seite, etwa 

PiZ ^23 + PZX ^81 "t" JPl2 ^12 > Pu ^14 + -P24 ^24 + Ps4 ^84? 

wieder zu je einem gebundenen Vektor zusammensetzen, von 
denen ich gezeigt habe (Nr. 92), daß sie sich schneiden. Für 
die Statik liefert diese Umformung nichts anderes als das 
Parallelogramm der Kräfte. Denn nenne ich diese gebundenen 
Vektoren e^, Cg, so wird 

woraus auch für die zugehörigen freien Vektoren 

a = e^ + 62 

folgt, d. h. die Kräfte a, f^, t^ gehören, da sie denselben Punkt 
angreifen, derselben Ebene an. 

Weiter läßt sich nach Nr. 92 jeder gebundene Vektor nach 
sechs beliebigen Richtungen zerlegen, dies gibt die allgemeinste 
Zerlegung einer Kraft in sechs Kräfte. Oder, wie ich auch 
Sagen kann: deute ich die Vektorbetrachtungen der Nr. 92 für 
die Statik, so erhalte ich den Satz, daß im allgemeinen erst 
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104. Momewt einer Kraft bzw. Drehung in hezug auf einen 
PufM oder eine Gerade. — Wie in der Ebene deute ich auch 
im Baume das äußere Produkt aus drei Punkten \P^T^P^ als 
das Moment der Kraft bzw. Drehung [PiPg] in bezug auf den 
Punkt P3. Aus der baryzentrischen Darstellung der Ebene 
[P^P^P^ in Nr. 89 geht hervor, daß und wie sich vier be- 
liebige Momente wieder zu einem Moment zusammensetzen 
lassen. 

Das äußere Produkt aus vier Punkten [P1P2P3P4] deute 
ich als das Moment der Eraft [P1P2] in bezug auf die Achse 
P^P^. Dieses Moment ist nach Nr. 91 gleich 

oder gleich 

Dividiert man diese Ausdrücke durch a^^Oi^y so kommt man 
zu derselben Größe, welche Möbius und später Cayley als 
das Moment der beiden Geraden [P1P2] und [PßPJ be- 
zeichnet haben. 

105. Zerlegung einer Kraft "bzw. einer J)rehu/ng. — Die 
beiden Aussagen, daß sich Eirafb und Drehung als gebundene 
Vektoren, daß sich Kräftepaar und Schiebuiig als freie Bivektoren 
auffassen lassen, erlauben, die Darstellung der Statik und Kine- 
matik erheblich zu kondensieren. 

Ich will von dieser Deutung sofort eine weitere An- 
wendung machen als Beispiel dafür, wie aus Identitäten zwischen 
Vektoren statische bzw. kinematische Sätze abgelesen werden 
können. 

Sei gegeben der Vektor \AE] oder, wie ich auch 
schreiben kann, [A J?— ^], und ein zweiter Vektor \G D—C] 
von gleicher Länge, Richtung und Sinn, so daß D — C = B — A 
sein soll, dann nehme ich folgende Umformung vor: 

[A B-A]^[A D^C] = [C + A-G D-C] 

= [0 D -C] + [A-C D-G]. 

Setze ich jetzt die Brille der Statik (bzw. Kinematik) auf, 
so lese ich aus dieser Formel folgendes ab: Jede Kraft (infini- 
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Die resultierende Winkelgeschwindigkeit ist einfach gleich der 
Summe der einzelnen Winkelgeschwindigkeiten. 

4) Was liefert eine infinitesimale Rotation verbunden mit 
einer Translation, die in der Momentenebene wirkt? — Die 
Drehung werde dargestellt durch [^a], die Schiebung durch 
[bc], dabei soll der Vektor a der Ebene [bc] parallel laufen. 

Dann läßt sich das Parallelogramm mit den Seiten b, C 
in ein anderes verwandeln mit den Seiten d und a, so daß 
[bc] = [da]. Büemach wird 

[Eh] + [bc] = [Evl] + [da] = [J5 + d a], 

d. h. die Endbewegung ist eine gleichgroße und gleichgerichtete 
Drehung um eine Achse, welche gegen die frühere um die 
Strecke d verschoben ist. 

5) Halten vier Kräfte einander das Gleichgewicht, so ist 
das aus irgend zweien derselben gebildete Tetraeder dem Te- 
traeder aus den beiden anderen gleich (Satz von Ohasles). 
Wie folgt hieraus, daß drei beliebige Kräfte im Baum einander 
nicht das Gleichgewicht halten können? 

6) Halten fünf Kräffce einander das Gleichgewicht, so 
müssen die beiden Geraden, welche die Wirkungslinien der 
ersten vier KJräfte treffen, auch die Wirkungslinie der fünften 
treffen. 

7) Beim Gleichgewicht der Kräfte ist die algebraische 
Summe der Tetraeder, welche irgendeine Gerade im Baum zur 
gemeinsamen Kante und die Kräfte zu Gegenkanten haben, 
gleich Null (Satz von Möbius). 

8) Ein System von Kräften, welche der Intensität und 
Bichtung nach durch die Seiten eines Vielecks oder Vielflachs 
dargestellt werden, läßt sich stets auf ein Kräftepaar reduzieren. 
In dem Fall des Vielecks liegt die Momentenebene des Kräfte- 
paars in der Ebene des Vielecks und ist sein Moment gleich 
dem doppelten Inhalt des Vielecks (Satz von Möbius). — Der 
vektorielle Ansatz für vier Kräfte lautet wegen 

B-A + C-B + D-C + Ä-^D^O: 



Übungen. 141. 

[Ä B^Ä\ + [B C-B] + [C D-C\ + IJ) Ä^D] 
^[Ä B-Ä] + [B C-B] + IC D-Cj 

= [^-2) B-Ä] + [B-D C'-B] + [C-D D-C] 
= [^-2) B-Ä] + [B-D C-Bl 

Die rechte Seite setzt sich aber aus zwei freien Bivektoren 
zusammen^ deren numerische Werte gleich dem doppelten In- 
halt des Dreiecks ABB bzw. BCD sind, so daß der numerische 
Wert der rechten Seite doppelt so groß ist als der Inhalt des 
Vierecks ÄBGD. 

9) Ein System von Eräftepaaren, deren Ebenen und 
Momente durch die Flächen eines Polyeders dargestellt werden, 
und welche, wenn alle Flächen von einerlei Seite betrachtet 
werden (der äußeren oder der inneren) insgesamt einerlei 
Sinn haben, ist im Gleichgewicht. — Dieser Satz von Möbius 
ist in dem Falle des Tetraeders nichts anderes als der Pytha- 
goreische Lehrsatz fOr dasselbe, wie der vektorielle Ansatz in 
Nr. 76 zeigt. 

10) Verallgemeinerung der Eulerschen Belation zwischen 
den Momenten einer Kraft in bezug auf vier Achsen, von 
denen sich drei unter rechten Winkeln schneiden. — Seien 
jEJ^JE'i, E^^E^, E^Eq, E^P vier sich in einem Punkte treffende 
Achsen; die Kraffc sei [Q22], und ihre Momente bezüglich der 
drei Achsen E^E^, E^E^, E^E^ seien bekannt, dann wird ihr 
Moment in bezug auf die Achse \E^P\ gesucht. Die Antwort 
fließt aus der Formel 

[E^E^E^E^ P = \PE^E^E^ E^ — [PE^E^^E^] E^ 

+ IPE^E^E,]E,-[PE,E,E,']E^. 

Wird diese äußerlich mit [E^QB] multipliziert, so folgt 

[E,E,E,E^[QB PE,]^[PE,E,E,][QE E,E,] 
-[PE,E,E,][QB E,E^ + IPE,E,E,][QE E,E,l 
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dm = mdx^- 
Hiernach wird durch Ausmultiplizieren: 

+ 2 x^x^lJE^ AB \EiÄB']}dXi, 

wo die Integration über alle positiven Wertepaare x^, x^ zu 

erstrecken ist; die der Bedingung x^ + x^=^l genügen. 

Nun ist 

1 1 

/ x^^dx^ == / (1 — x^^dx^ ^'s' f ^2^^^ "^ 3"' 



folglich 



I x^x^dx^ - ; 



m 



T,=^'^[[E^ÄB\E^ÄB] + [E^ÄB\E,ÄB] + [E,ÄB\E^ÄB]y 

Nenne ich noch \, \ die Abstände der Punkte E^y E^ 
von der Achse AB und (p^^ den Winkel, welchen die Ebenen 
E^AB und E^AB miteinander einschließen, so ergibt sich 
schließlich 



m 



Der Ausdruck läßt sich noch umgestalten durch Ein- 
führung des Abstandes s, den der Schwerpunkt der homogenen 
Strecke von der Achse besitzt. Es ist nämlich 

2S = J5i + ^, 
folglich 

2 [SAB'\ = [E^AB\ + [E^AB\y 
woraus 

A[SAB\SAB\ = [E^AB\E^AB\ + \E^AB\E^AB^ 

+ 2\E^AB\E^AB^ 
oder 

4ts^=h^+\^+2 W cos qpi2 . 
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Daher lautet die andere Form des Trägheitsmoments: 

2) Trägheitsmoment eines homogenen Dreiecks. — Gegeben 
das homogen mit der Masse m belegte Dreieck E^E^E^, Ein 
Punkt desselben sei 

X =^ XiE^ + X^E^ + XqEq, iCj + a;, + a;8=l. 

Dann wird das Trägheitsmoment dieses Dreiecks in bezug auf 
die Achse AB dargestellt durch den Ausdruck 



T^=r[XÄB\XÄB] dm. 



Ich bestimme nun die Massenbelegung dm eines Flächen- 
elementes. Dazu zerlege ich das Dreieck durch Parallelen zu 
den Seiten E^E^, ^i-^s ^ Elementarparallelogramme. Das 
an X anstoßende Element hat die Seiten 

i^ dx, = \ß,E,-\ dx„ ^^M da;, = \E,E,-\ dx„ 

folglich ist der Inhalt des Elementes 

[E^E^E^ dx^ dx^ = 2m dx^ dx^, 

wobei zu beachten, daß [E^^E^E^] den doppelten Inhalt des 
Dreiecks E^E^E^ wiedergibt und die spezifische Masse wieder 
gleich der Einheit gewählt ist. Daraus folgt 

dm = 2mdx^dx^. 
Demnach 

T^^2m C[x^^[E^AB\E^AB]^' x^^\E^AB\E^AB] 

+ x^^[E^AB\ E^AB] + 2x^x^ \E^AB\E^AB\ 

+ 2x^x^ [E^AB\EiAB] + 2xiX^ [E{AB\E^AB]}dx^dx^. 

Dabei ist die Integration über alle positiven Werte der Inte- 
grationsveränderlichen zu erstrecken, wofür 

a?! = 1 — iTg — a^s > 

ist, da nur dann der Punkt X innerhalb des Dreiecks liegt. 
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Nun ist 

/ Xi^dx^ 0^3 = jg, / XiXi dx^ dx^ = ^ (t , ä = i, 2, s) 
daher 

oder, wenn die Abstände der Ecken E^, E^y E^ von der Achse 
AB mit \y \y %3 und die Winkel zwischen den Ebenen Ei AB 
und EkAB mit q)ik bezeichnet werdet: 

^8= f (V+ V+ V+ *S*8 <^8 928+ *»*! COS 9>8i+ ÄjAg COS qp^). 

Auch hier werde der Abstand s des Schwerpunktes 

S8^E^ + E,+ E^ 

von der Achse AB eingeführt. Es ergibt sich 9$* = 
\^ + Jh^+ ^8* + 2Ä2Ä3 cos qpjj + 2Ä8Äi cos tp^^ + 2Ä1Ä2 cos y^,, 
so daß r3=5(V+V+V+9s«) 

das Trägheitsmoment des homogenen Dreiecks wird. 

3) Das Tragheitsmoment des homogenen Tetraeders 
E^E^E^E^ in bezug auf die Einheitsachse AB ist 



m 



^4=" lö (V + h V+ *2*8 COS 9>g3 H h A1Ä4COS 914 H ) 

= S(V + V+V+V+i6s*), 

wo &i den Abstand der Ecke Ei, $ den Abstand des Tetraeder- 
schwerpunktes Yon der Achse und q>it den von den Ebenen 
Ei AB und EkAB eingeschlossenen Winkel bezeichnet (vgl. 
Mehmke, Math. Ann. 23, 143—151). 

4) Das Trägheitsmoment eines homogenen Dreiecks in 
bezug auf eine beliebige Achse ist gleich dem Trägheitsmoment 
der Seitenmitten, wenn jede von diesen ein Drittel der Masse 
des Dreiecks enthält (vgl. Beye, Zeitschr. des Vereins deutscher 
Ingenieure Bd. XIX, 401—408, 1875 und Mehmke, Schlömilchs 
Zeitschr. 29, 61—64, 1884). 
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Zwölftes KapiteL 

Die g«<H»etrisefce Crrifie zweiter l^tnfie 
und iiore Jerwenäso^ m ier Statik und Kmonaitii;: 

de» 



1€Ä. Ersie Form der geometrischen Größe zweiter ShAfe, — 
Unter der geometriaAen oder cdlgemeinen Größe zweiter 
Stufe Torsteht man seit Grraämann die Summe beliebig 
vieler gebundmer Vektoren oder Stäbe. Di^elbe ist ffir die 
Statik und Kinematik des starren Eorpera von fandamentalmr 
Bedeutung. Um diese Bedeutung Marzulegm, soü zunächst 
der Ausdruck der Liniensumme auf zweierlei Weisen mn^ 
geformt werden. 

Die fflTste Umformung knüpft an die baryzentnsche Dar- 
stdilung jedes Punktes im Baum durch vier beUebige Punkt» 
oder — was dasselbe ist — die Darstellung des gebundeii^i 
Vektors durch die Kanten eines Vektortetraeders an (t^ 
Nr. 87): 

demnach wird die Summe beliebig vieler gebundener Vektoreai 

Ich erinnere an die Bedeutung von tik.'^ \EiE{\, Diese laßt »^ 
kennen^ daß die drei S^e e^s? ^i; ^ ^^ ^^^^ dersdlbeu 
Ebene ^ nämlich d«r Eb^ie [E^E^E^y angehören^ folgUdi 
stellt die Summe 



C^3 Hp'^ + €3, Zp'^ + t,^p 



13 



wieder einen gebundenen Vektor derselben Ebene dar, deit 
ich mit [AE] bezeichnen wilL Anderseits laufen die Vektor^:i 
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^14; ^24; ^34 ^^^ einem Punkte, nämlich JEJ4, aus, demnach 

setzen sich die Vektoren t^^^Sp^^^, t^^^Puf ^h^Pqi wieder 
zu einem von E^ auslaufenden gebundenen Vektor zusammen, 
der [CD] heißen soll. 

Hiemach ergibt sich als erste oder haryzentrische Form 

der Liniensumme: 

2^q == [AB] + [CD]y (^« 1, 2, 3 . . .) 

d. h. die allgemeine Größe zweiter Stufe läßt sich stets auf die 
Summe zweier gefmndener Vektoren zurückführen, die im all- 
gemeinen windschief gegeneinander liegen. Ich will zwei solche 
Stäbe als konjugierte Stäbe bezeichnen. 

110. Zweite Form der geometrischen Größe zweiter Stufe, — 
Für die zweite Umformung bediene ich mich der Plücker- 
schen Darstellung einer geraden Linie durch einen beliebigen 
Punkt und drei Einheitsvektoren, woraus folgt (vgL Nr. 88) 

2^^ = [Ee^Sx^ + [JSeJ Zy^ + [E%]2z^ 

+ i% %^ ^h + [% ©i] ^^(} + [ßi ^2] ^^Q 

für 



X — a^g 


-ötii. 


7 <^%1<^Z% 


— 0^31 a22, 


y = »22 


«21; 


m -- agi ai2 


— a^iagg, 


^ 0^32 


-»31» 


n-a^^a^^ 


— a^^a^^. 



Nun läßt sich die Summe der ersten Terme nach Abson- 
derung des gemeinsamen Faktors E zusammenziehen zu einem 
einzigen gebundenen Vektor: 

[E e^2]x^ + e^2]y^ + e^Uz^] = [Et], 

wenn der freie Vektor 

f = OjL 2x^ + e^IJy^ + e^Uzg 

gesetzt wird. Die übrigen drei Terme sind freie Bivektoren, 
ihre Summe stellt also ebenfalls einen freien Bivektor dar, 
und ich kaim annehmen 

I g - [62 Og] 21^ + [63 e J Um^ + [Ol 62] 2Jn^, 

80 daß die Ghröße zweiter Stufe die zweite oder Plückersche 
Form erhält: 

10* 
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2:a^ = [i?f ] + 1 g, 

d. h. die allgemeine Crröße zumter Stufe läßt sich auch auf die 
Summe eines gebundenen Vektors und die Ergänzung eines freien 
Vektors zurikkfiihren. 

Der Abkürzung halber will ich noch folgende Bezeich- 
nnng einführen: ^^^ ^ ^^ ^^^ ^ ^^ 

Zy^^Y, Zm^^My 

Zz^ = Z, 2n^ = N, 

wodurch sich die Darstellnngen yon f and g yereinfachen zu 

g = iei+Jfe2+ JVeg. 

Es yerdient hervorgehoben zu werden^ daß diese beiden 
Umformungen der allgemeinen Ghröße zweiter Stufe^ sowohl 
die baryzentrische wie die Plückersche, auf unendlich viele 
Weisen geleistet werden können. 

111. Statische und kinematische Deutung der geometrisc^ien 
Größe zweiter Stufe. — Betrachte ich die beiden im vorstehenden 
gewonnenen Darstellungen der allgemeinen Größe zweiter Stufe 
zunächst durch die Brille der Statik, deute ich also den ge- 
bundenen Vektor als Eraft, den freien Bivektor als Kiüftepaar, 
so finde ich ohne weiteres den Satz: Die Summe beliebig vieler 
Kräfte, die einen starren Körper augreifen, läßt sich entweder 
auf zwei Kräfte, die nicht in derselben Ebene wirken, reduzieren 
oder auf eine einzige Kraft und ein einzicres Kräffcepaar, die 
verBchiedenen Ebenfn angehören. / 

Durch die Brille der Kinematik sehend, erkenne ich aus 
den Darstellungsformen ohne weiteres: Jede Bewegung eines 
starren Körpers im Zeit^lement läßt sich entweder durch zwei 
infinitesimale Drehungen um wiudschiefe Achsen oder durch 
eine infinitesimale Drehung und eine infinitesimale Schiebung 
herbeiführen. 

Man nennt die Summe der beiden Kräfte, welche ein am 
starren Körper angreifendes Kraftsystem zu ersetzen vermögen, 
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ein KrafOcreuZf die Summe der beiden Drehungen^ durch die 
sich jede infinitesimale Bewegung des starren Körpers hervor- 
bringen laßt^ ein Drehkreuz, Zusammenfassend spricht man in 
beiden Fällen von einer Dyname. 

Für das andere statische bzw. kinematische Äquivalent 
wird erst ein Name eingeführt werden, nachdem es auf eine 
einfachere Form gebracht worden ist (vgl. Nr. 118). 

112. Die vereinfachte zweite Form der geometrischen Größe 
zweiter Stufe. — Die zweite Zerlegung der allgemeinen Gb*5ße 
zweiter Stufe jJüff = [Et] + \ g 

läßt noch eine bemerkenswerte Vereinfachung zu. Nämlich, 
der Punkt E werde nach E' verschoben, so daß 

wo der Vektor h und folglich der Punkt* £' noch näher zu 
bestimmen sind. Dann wird 

^il^=[^'f] + [hf] + |g. 
Jetzt soll h so bestimmt werden, daß die Ebene piif]-}- |g 
auf der Geraden [-^'f ] senkrecht steht, daß also das innere 

Produkt [[hf] + |g |f]=0 

*''*'" |>f|f] + [|g|f]-0 
ist, woraus ^^^^^ ^^^^^ 

Nun ist nach dem in Nr. 78 abgeleiteten Satz über das äußere 
Produkt zweier Bivektoren 

[hf|f] = [h|f]f-[f|f]h. 

Wird daher die weitere Voraussetzung getroffen, daß h auf 
f senkrecht stehen soll, daß also 

[Ti|f] = 
ist, so folgt aus diesem Satz 

[hf|f]=-[f|f]h, 

und demnach in Verbindung mit der obigen Gleichung 

Gehe ich zu den Skalaren über, d. h. multipliziere ich diese 
Gleichung innerlich mit sich selber, so habe ich zu beachten, 
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daß der numerisclie Wert des Bivektors [gf ] mit demjenigen 
seiner Ergänzung übereinstimmt. Da nun der numerische 
Wert von [gf]' gleich ^/^sin(g, f) ist, so ergibt sich 

Ä = ^8in(g,f). 

Hiermit ist h der Länge und Richtung nach bestimmt. 

Führe ich jetzt den Wert für h in den Ausdruck fiir Uüq 
ein, so wird 

2Ja^ ^ [Hj I J + — ys h I g. 

Behufs Umformung benutze ich die oben angezogene Formel 
noch einmal, nachdem ich auf beiden Seiten die Ergänzung 
genommen habe; dann nimmt sie wegen {|c = C die Form an: 

[|[ab] c] = [a|c]|b-[b|c]|a. 

Demnach wird 

■ [\[gt-\t]^[g\t]\t-[t\t]\g 

oder 

und endlich p ,^ 

2;a^=[^f]+^|f, 

wo ich den Strich am Punkte E* der Einfachheit halber fort- 
gelassen habe — und das ist die gesuchte Umformung. Sie 
sagt aus, daß sich die allgemeine Größe zweiter Stufe stets 
in die Summe eines gebundenen Vektors und eines freien Bi- 
vektors zerlegen läßt, welcher letztere auf der Sichtung des ersteren 
senkrecht steht. Die Achse des freien Bivektors ist also parallel 
zur Richtung des gebundenen Vektors, [^f] soll die Achse 
der geometrischen Größe zweiter Stufe heißen. 
Ich setze der Kürze halber 



X = ^ = fc08(f,g). 



Dieser Parameter läßt sich beiläufig noch umformen. Wenn 
ich bedenke, daß 
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geschwindigkeit^ mit der das System im Zeitelement dt um die 
Scliraubenachse rotiert. 

Ferner ist das Moment des resultierenden EnLftepaars 
gleich ocf=^g cos (g, t\ und dieser Ausdruck bestimmt zugleich 
die Größe der resultierenden Translation. Dabei führt der 
Faktor x in der Statik den Namen Ädisenparameter, in der 
Kinematik heißt er Windtmgs^rameter, 

114. Umdeuttmgstabdle. — Der Übersicht wegen will ich 
die bisherigen Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Kapitels 
in einer Tabelle zusammenfassen: 

TabeUe VI: 
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115. Chasles' Sat^ über das Kraßkreuzietraeder. — Ich 
gehe jetzt dazu über^ die Fruchtbarkeit der dargelegten Auf- 
fassung von Statik und Kinematik an speziellen Sätzen dar- 
zulegen. 

Chasles hat in der Statik des starren Körpers einen 
Satz aufgestellt; der unmittelbar evident ist^ sobald ich die 
Dyname yektoriell als Kraftkreuz darstelle: 

Diese Darstellung ist keine eindeutige, ich kann daher auch 
setzen 

2:a. = [J.'JB'] + [C'D']. 
Daher muß sein 

[AB\ + [OD] = {ÄB'-\ + [CD']. 
Wird jede Seite äußerlich mit sich selber multipliziert^ so 
entsteht ^^^ CD] = [^'D' CD'], 

wobei eben zu beachten ist, daß z. B. \AB AB] = und 
[CD ÄE\ = [AB CD] ist. Nun bedeutet aber ^ [AB CD] 

nichts anderes als das Tetraeder, gebildet aus den konju- 
gierten Kräften [_AB\, [CD'] als Gegenkanten. Daher der Satz: 
Wie ich atich ein am starren Körper abgreifendes Kraftsystem 
in ein Kraftkreue zerlegen ma{iy immer hat das Tetraeder mit 
den konjy^gierten Kräften als GegenkaMen einen und denselben 
Wert. 

Ein anderer Beweis ergibt sich, wenn ich die Dyname 
zugleich als Kraftkreuz und als Kraftschraube darstelle, also 
schreibe 

[^B] + [C2)] = [£f] + Ä;|f, 

wobei ich daran erinnere, daß die Zerlegung auf der linken 
Seite unendlich viel-, die auf der rechten Seite eindeutig ist. 
Wird auch hier jede Seite äußerlich mit sich selber multi- 
pliziert, so folgt 

[AB CD] = x[-Ef|f], 

d. h. die zu einer gegebenen Dyname gekörigen Kraffkreuze liefern 
Tetraeder von konstantem Inhalt 
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Welches ist der numerische Wert aller dieser Tetraeder? 
Es war gesetzt 

t = Xe^ + Ye^ + Ze^, 

wo X, Y, Z die Komponenten der resultierenden Kraft sind; der 
numerische Wert von [.Ef |f] wird gleich 

(X« + r^ + ZOLeie^ej] - X^ + P + Z^ 

wegen [©i^s^sl^l ^^^ konstante Inhalt des Kraftkreuz- 
tetraeders läßt sich demnach entweder durch 

X/-2 = fg cos(f, g)= iZ + Jf r+ IHZ 

darstellen, wenn der in Nr. 112 für den Parameter x aufgestellte 
Ausdruck herangezogen wird, oder durch 

wenn die Koordinaten der Stäbe [-4.J5], [CD] bzw. 'pn^ q^^ 
genannt werden. 

116. Rodrigues' Saiz über das DrehJcreuztetraeder. — 
Man verdankt Rodrigues eine kinematische Beziehung zwischen 
der Rotations- und Translationsgeschwindigkeit, bezogen auf 
die Schraubenachse, und den Winkelgeschwindigkeiten um zwei 
konjugierte Drehachsen. Ich will zeigen, daß dieser Satz in 
dem Fall einer infinitesimalen Bewegung nichts anderes ist als 
die kinematische Umdeutung des Satzes, den Chasles für die 
Statik entdeckt hat, eine Bemerkung, die übrigens bereits von 
Aronhold in seinen Vorlesungen über Kinematik gemacht 
worden ist. 

Nämlich, \ÄB] stelle eine Drehung um den Winkel d^^, 
[CD'] eine solche um den Winkel dd"^ dar, die Drehachsen 
mögen den Winkel g> miteinander bilden und den kürzesten 
Abstand r besitzen, alsdann ist der Inhalt des sechsfachen 
Tetraeders |-^ jg ^r^jj _ ^^^^ ^^^ ^^^ ^ 

Anderseits stelle [JET] die Drehung um die zugehörige 
Schraubenachse dar, der Drehwinkel im Zeitelement sei dd, 
und endlich sei dr die infinitesimale Schiebung in Richtung 
der Schraubenachse. Da nun [iJf |f] das sechsfache Tetraeder 
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mit der Grundfläclie |f und der Höhe [Ef] bedeutet, so er- 

denn die Größe der resultierenden Translation dt ist gleich xf. 

Demnach 

dd - dt ==i rdd'^dO'^ sin % 

und das ist genau die Beziehung, welche aus dem Rodrigues- 
schen Theorem durch Spezialisieren hervorgeht, und welche 
sich mit der Konstanz des Drehkreuztetraeder^ deckt. 

117. Die RicMwng der Zentral- und der Sdirmbendchse- — 
Ich gehe aus von der Formel 

.2ü^ = [AB\ + [CD] = [Et] + x\t 

und stelle folgende Überlegung an. Ich will von der Lage 
der gebundenen Yektoren im Haum einmal absehen und bloß 
auf deren Länge und Richtung achten. Dann ist es dasselbe, 
wie wenn ich 2?a^ statt 2Jüq bilde. Ich erhalte die beiden Dar- 
stellungsformen von 27a^, indem ich das eine Mal, von der hary- 
zentrischen Darstellung ausgehend, die Summe aller Differenzen 

Pg — Pi =(jn?21 — ^ll) E^ + (^2 — ^2)^2 + (^23 — ^13) -^3 

das andere Mal, von der P lücker sehen Darstellung ausgehend, 
die Summe aller Differenzen 

P2 - Pl = («M - Ou) 01 + (Os2 - «12) «8 + (»28 " »is) «8 

nehme. Im ersteren Falle läßt sich die Summe 27a^ zusammen- 
ziehen zu B-A + B-C, 

im letzteren stimmt 21 {P^ ~ -^1) geJia^ D^it dem in Nr. 110 
definierten Vektor f überein. 

Die obige Identität liefert daher, wenn ich sie bloß auf 
ihren freivektoriellen Inhalt untersuche: 

das heißt aber: die drei freien Vektoren J? — J., D — C, f 
lassen sich zu einem geschlossenen Dreieck zusammensetzen, 
oder — was hier genügt •— sie sind ein und derselben Ebene 
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parallel. Nun geben B — A und D — C die Richtungen der 
beiden konjugierten Kräfte des Kraftkreuzes bzw. Drehachsen 
des Drehkreuzes und f hat die Richtung der Zentral- bzw. 
Schraubenachse. Demnach gewinnt man den Satz: Die Bicktumg 
der ZewI/ral- bzw. Schraubenachse steht auf dem hwreesten Ab- 
stand der beiden, konjugierten Kräfte des KrafÜcreuzes bzw, Achsen 
des Drehkreuzes serJcrecht. 

118. Das ParaUdogramm der Drehungen. — Die eben ge- 
wonnene Formel -d ji. j) c f 

ist der vektorielle Ausdruck für den Satz vom Parallelogramm der 

Rotationen. Denn sie sagt 
aus, daß sich aus den Vek- 
toren B — Aj D — Cy f ein 
Dreieck zeichnen laßt^ dessen 
Seitenlängen bzw. d%'-^y dd'^, 
dd sind. Demnach liest man 
aus der Figur 30 unmittel- 
bar ab 

dd'i dd"^ dQ 

sin q>i sin 9, sin (p 

dö» = dd'i^ + d V + ^d^idd'^ cos g>. 

Dabei bedeuten (p^, (p^ die Winkel der konjugierten Drehachsen 
gegen die Schraubenachse und <p den Winkel zwischen jenen 
beiden Achsen. 

119. Die Gleichgewichtsbedingungen am starren Körper. — 
Halten die Kräfte, die einen starren Körper angreifen, einander 
das Gleichgewicht, bzw. ist der starre Körper im Zustande der 
Ruhe, so muß die zugehörige Größe zweiter Stufe, welche 
diese Kräfte bzw. die möglichen Bewegungen des starren 
Körpers in einen Ausdruck zusammenfaßt, verschwinden. Wird 
die erste Form der Liniensumme benutzt, so muß sein 

[AB] + [CD] = 0, 

woraus, da die Linien AB und CD i. a. windschief zueinander 




liegen, 



[AB]^0, [CD] = 0. 
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Wird die zweite Form der Liniensmnme herangezogen^ 
so maß sein 

[^f] + |g = 0, 
woraus 

[i:f]=.o, g = o. 

Da nun die Einheitsvektoren voneinander unabhängig sind; 
zwischen ihnen also keine Beziehungen bestehen können^ so 
folgt aus diesen Vektorgleichungen^ wenn auf die Definition 
der Vektoren [AB], [CD]] f, g zurückgegangen wird: 

oder 

Uxg =0, 2yo =0, 2iSg =0, 

Slg = 0, 2Jmg = 0, 2?Wp = 0. 

Das sind aber die bekannten Bedingungen für das Gleich- 
gewicht am starren Körper. Ich begnüge mich; das erstere 
System in die Sprache der Statik; das letztere in die Sprache 
der Kinematik zu übersetzen: Die Knifte halten einander das 
Gleichgewicht; wenn die Summe der Eraftkomponenten für 
jede Kante des Koordinatentetraeders verschwindet. Und: der 
starre Körper ist in RuhC; wenn erstens die Summe der 
Schiebekomponenten und zweitens die Summe der Dreh- 
komponenten nach den Achsen eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems den Wert Null haben. 

um es noch einmal hervorzuheben: die veJctorieUe Be- 
dingtmg für das Gleichgewicht am starren Körper besteht^ ob 
es sich nun um Statik oder Kinematik handelt; einfach in dem 
Verschwinden der zugehörigen geometrisdien Größe zweiter Stufe, 

Ich will an dieser Stelle noch kurz auf die Anwendung 
aufmerksam machen, welche Herr Peano (BendicontiLincei; 1890) 
von der vektoriellen Auffassung der Dyname auf die Raumkurven 
gemacht hat; indem er den Vektor g benutzt, um durch seine 
Länge den Inhalt einer geschlossenen Baumhurve zu definieren. 
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m^ regressive Multiplikation. 
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120. Tabelle der benutzten extensiven GrößeH des Bauines. — 
Um die Theorie der extensiven Größen zum Abschluß zu 
bringen, bleibt nur noch übrig, auch im Baum den Begriff 
der regressiven Multiplikation einzuführen. Vorher will ich 
die bisher eingeführten extensiven Größen des Raumes in 
einer Tabelle zusammenstellen. 

Tabelle Vü. 



Gebilde des Raumes 



Bezeichnung 



Punkt 

freier Vektor 

freier Bivektor = Stab- 
paar 

Ergänzung des freien 
Vektors 

gebundener Vektor = 
Stab = Linienteil 

gebundener Bivektor == 
Plangröße = Blatt 

Äußeres Produkt dreier 
freier Vektoren 

Äußeres Produkt von 
vier Punkten 

Skalares Produkt zweier 
freier Vektoren 



A 



[bc] 



a 



\_AE\ = IA&\ = a 

iAfk\i\ = [_ABC\=[Cvi]=n 

\B-A C-B D-C]=[abc] 

[^JBCD] = [^abc] 
^[nr Dj = [ttt] 

[alb] 



Im Anblick dieser Tabelle will ich noch einmal zweierlei 
hervorheben, erstens daß die Dimension (oder Stufe) jedes 



Die regressive Produktbildting. 159 

Elementes dnrcli äußere Multiplikation mit einem Punkt oder 
einem freien Vektor um eine Einheit erhöht wird, zweitens 
daß die äußere Multiplikation von zwei und von drei Punkten 
die Gerade und die Ebene liefert, welche aus ihnen durch lineare 
KonsttuMion hervorgehen. 

121. Die regressive ProduMbUdung. — Dies letzte Resultat 
will ich verallgemeinem in dem Sinne, daß die äußere Multi- 
plikation beliebiger Elemente, gleichgültig ob Punkte, Geraden 
oder Ebenen, die durch Verbindung oder durch Schnitt der 
gegebenen Elemente entstanden sind, dasjenige Element liefern 
soll, welches aus ihnen durch lineare Konstruktion hervorgeht. 
Die neue Produktbildung (wo die Stufenzahl > 4) nennt Graß- 
mann regressiv zur Unterscheidung von der bisher geübten, 
der progressiven Multiplikation (wo die Stufenzahl ^ 4). 

Ich beginne mit Elementen, die durch Schnitt zweier und 
dreier Ebenen entstehen. Bezeichne ich diese Ebenen (nach Größe, 
Richtung, Umfahrungssinn und Verschiebungsrichtung) mit ^^r^, 
n^j üt^ und ihre homogenen Koordinaten mit JP^y so hat man 
nach Nr.89ppp 

^2 ^^ -^21^1 "• -^22 ^2 I -^23^3 • -^24*4? 
^3 ^^ -^31^1 " -^32^2 •" -^33^3 "T -^34^4; 

WO der Kürze halber gesetzt ist 

B,= \E,E,E,l B,^-^\ß,E,E,l B,^[E,E,E,l 

«4= — [■^1-^2-^d]- 

Da in der Geometrie zwischen den Punkten und Ebenen 
absolute Dualität besteht, unterwerfe ich die «»• und ihre äußeren 
Produkte genau denselben Bedingungen, wdche ich für die Ei und 
ihre äußeren Produkte aufgestellt habe. 

Nehme ich noch eine vierte Ebene 

^4 "^ -^41^1 "I" -^42*2 "I" -^43^3 + -^44*4 

hinzu, so ergeben sich hiemach für die äußeren Produkte 
üt^yi^, ^1^2^87 st^ot^st^^^ Ausdrücke, die aus denjenigen 
für iP^P^'lj [Pi^i^^^, [A-P2-P3^4] hervorgehen, wenn die 
TCik durch die P^ und die Ei durch die €,• ersetzt werden. 
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Man erkennt unmittelbar , daß das äußere Produkt st^üt^ 
die Schnittgerade der beiden Ebenen ^i, üt^y das äußere Pro- 
dukt ütiüt^üt^ den Durchschnittspunkt der drei Ebenen ^i^ ^2; ^s 
und das äußere Produkt üt^üt^ot^üt^ den Inhalt des von den 
vier Ebenen yt^jüt^ySt^^ üt^ begrenzten Tetraeders darstellt. TJm 
diese Gerade und diesen Punkt vermittelst der Kanten und 
Ecken des Bezugstetraeders auszudrücken, d. h. mit Hilfe der 
äußeren Produkte [EiEj^ imd Eiy bemerke ich, daß die beiden 
Flächen des Bezugstetraeders €2 und b^ sich längs der Kante 
EmEi schneiden, und daß der Schnittpunkt der drei Flächen 
€»; ^k9 ^i die Ecke J^^ ist. 

Aus diesem Grunde setze ich 

€<6to = [EiEi^y €<6jfc8i = Emj 

W^OraUS riTi xr -ei -et t 

^i^h^l^m = \EiEjcEiEm\ 

und TTt -rn -\ TP 

[EiEk Bi] = Ek . 

Da die Gleichungen, welche aus den oben entvnckelten 
Bedingungen fließen, häufig zu benutzen sind, will ich sie der 
Bequemlichkeit halber hier zusammenstellen: 

e^ag = [-^3^4], 8364 = [jBijB^], a^Ci^a = — J5?8, 

*1^2*3 *^ -^4; 

[E^ E2 Eq E^E^] = [^3 El E^E^ E^] = [^1 E^ E^ E^ E^] = E^, 

[E^E^ E^Ej^E^] = [-2^2-^4 E^E^Ev^] =» [-£1^2 -^2-^3-^4] = ^^y 

[Ej^E^^ E^E^E^] = [E^E^ E^E^E^I = [^3-^4 E^^E^E^] =»^4. 

122. Die Ergänzung des Pimktes wnd die Ergänzung der 
Ebene. — Die vorstehenden Formeln führen zu dem Begriff 
der Er^uizung eines Punktes, wie ihn F. Gaspary (Bull. Sc. 
math.(2)18, 1-39, 1889) und E.W.Hyde (The directional 
calculus, based upon the methods of Hermann Graßmann. 
Boston 1890, Ginn & Comp.) formuliert haben. Dieselbe ist 
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derjenigen dnrchaoB analog, die in Nr. 65 fQr die Ergänzung 
des Vektors aufgestellt worden ist: 

Die jErgcmsnmg einer Ecke (Seitenebene) des vektorieUen 
Bemgstei/raeders ist das mßere Produkt der anderen, Ecken 
(Seitenebenen), so geordnet, daß das äußere Produkt der Ecke 
(Seitenebene) u/nd ihrer Ergänzung gleich der positiven Ein- 
heit ist. 

Hiernach kann ich setzen 

-^8 = [-^4-^1 -^2] == «8> I -^4 "= — \ßl^2^z\ = + \} 

d. L die Er^uizung einer Ecke des vektorieUen Bezugstetraeders 
ist nichts anderes als die Gegenebene, umgekehrt folgt: 

d. h. die Er^uizung einer Seitenebene des vektorieUen Bezugs- 
tetraeders ist nichts anderes als die Gegenecke mit negativem 
Zeichen. Endlich folgt hieraus: 



\\E,^ |«8 = -^8, 11^4=- I «4 = --£:,; 



*8 ^ "" I -^8 =* ~" *8; II *4 == "~ I -^4 = "" *4; 

d. h. die Ergänzung der Er^nzung von Ecke bzw. Seitenebene 
des vektorieUen Bezugstetraeders führt wieder auf dieselbe 
Ecke bzw. Ebene zurück, aber mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen. 

Die Er^Lnzungen der Kanten des Bezugstetraeders werden 
alsdann die Oegenkanten. 

Denn nehme ich von €2^8 ^ \ßi^4\ ^^ Erganzimg^ so 
wird \E^E^'= E^E^ wegen |82*8 =* [^2^3] ^"^^ allgemein: 

-^^1-^4=' [ßi^z\y I ^2^8 = \ßl^A\} 

-^2-^4 = [-^8-^1]; I -^8-^1 = [-^2-^4]^ 

-^8-^4 = [-^1^2]; I -^1-^2 = [-^8-^4]; 

-^1-^4 = [-^1-^4]; II -^J-^8 == [ßi^^y 

^2-^4= [-^2^4]; II -^8-^1 = \ßfi^l\y 

^8^4 = [^8^4]^ 1! -^1^2 = [^1^2]- 
Jahnke, Vorlerangen Aber die Vektorenrechnung. H 
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Hierbei hebe ich besonders hervor, daß, während die Er- 
gänzung der Ergänzung einer Ecke (Ebene) gleich der Ecke 
(Ebene) selber mit negativem Zeichen ist^ die Er^nzung der 
Ergänzung einer Bezugskante gleich dieser Kante selber mit 
positivem Vorzeichen ist. 

123. FundamentcHformeln der regressiven Multiplikation im 
Baum, — Ich will von den eben getroffenen Festsetzungen 
eine einfache Anwendung machen auf die Bestimmung des 
Schnittpunktes einer Geraden g == [-4.P] mit einer Ebene q. 
Dieser Ptmkt wird dargestellt durch das äußere Produkt [Hf]. 

Setze ich 

A = cc^E^ + a^E^ + «3-^8 + c^4-^4? 

P = ;ri i?i + ^2^2 + ^8-^3 + ^4-^4? 

9 = B^s^ + i^eg + B^e^ + B^e^^^ 

fik = Oi^k — CCk^i, 

so finde ich 

[%Q\ = 1/28^88 + • • • + /34e84 B,e^ + '" + B^e^. 
Wegen der Identitäten 

fiiiBi + /itUs + fskBi + f^kBi 
=7Ck{cciBi-{-a2B2-\- ccsB$ + a^B^) — cCk(ptiBi-{-ütiB2-\-XsBs'{'^4:^^ 
läßt sich der Ausdruck für [%q] umwandeln in 

Diese Formel drückt in vektorieUer Form das bekannte 
Resultat aus, daß ein beliebiger Punkt der durch A und P 
bestimmten Geraden die Koordinaten >la,- + (lüti besitzt, wenn 
die Koeffizienten Xy [i den Ausdrücken 

- [Pq] (%-Bi + ^-^2 + ^tsiJs + ^4^4); 

[Aq] « a^Bi + cc^B^ + «3 JB3 + a^B^ 
proportional sind. 

Der durch [AP q] dargestellte Punkt gehört aber auch 
der Ebene (f = [BCD] an, es muß also möglich sein, ihn 
linear durch die drei Punkte B, C, D darzustellen. In der Tat 
;seigt eine leichte Rechnung, daß 
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[ÄP BGB] = [AFCB] B + lAPBB] G + [APBG] D 
ist. 

Setze ich die Gültigkeit des Dualitätsprinzips voraus^ so 
fließen aus den beiden Yektorformeln unmittelbar die dual 
entsprechenden : 

[an iZ] = \aB]üt — [otBlaj 

[an jSycf] = [an ycf]/J + [an ößly + [an ßy](f. 

Die erstere drückt die Ebene, welche der Punkt B mit 
der Geraden [an] bildet, durch die beiden Ebenen a und n 
aus; die letztere stellt die Ebene, welche die Gerade [an] mit 
dem Schnittpunkt der drei Ebenen ß, y, d einschließt, durch 
die drei Ebenen ß, y, <f dar. 

Diesen Formeln will ich noch eine beifügen, welche häufig 
Anwendung findet. Zu dem Zweck drücke ich die Gerade, 
welche durch den Punkt Ä und den Punkt [^x(»] bestimmt 
ist, vermittelst der drei Geraden [xp], [Qn], [nTc] aus. Dann 
wird 

[Ä n^qi] = [^^][xp] + [-4.H][9:;r] + [-49][:irx], 

woraus durch duale Übertragung folgt 

[« PQR]^[aF]lQE\ + [aQ][BP] + laE\[PQ]. 

Ist nun cc^[PQiS], so ergibt sich das Resultat 

[PQS PQE]^lPQSE\[PQl 

124. Übungen atis der analytischen Geometrie des Ba/umes. — 
1) Die Gerade [n7c\ laufe durch die Punkte P und Q, dann 

hat man r , Qtr-nrki 

wo % einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. Mit Bücksicht 
auf Nr. 121 folgt hieraus 

[n7iB,Sm\--^[PQEiE,l 

Folglich ergibt sich das bekannte Resultat: 

= (PQ\, : iPQ\, : (PQ)^ : (PQ),, : {PQ\, : (PQ\,, 
wo 

11* 
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gesetzt ist. 

2) Die Ebene 7, welche durch den Punkt 

und die Gerade 

I = 928^8 + 8si^81 + 812^12 + Qutu + 924^4 + 934 <S4 

bestimmt ist^ hat die Gleichung y = [ßi]- Ihre Koordinaten 
Oi sind daher 

Cri = QkQlm + QlQmk + QmQkh 

wo die Indices i, h, l, m za derselben Klasse wie die Zahlen 
1, 2, 3, 4 gehören. 

Ist der Punkt B auf der Geraden g gelegen^ so ist 
[i2g] ^ Of und man findet die bekannten Bedingungen 

a^ ^0, 6?2 = 0, G^ = 0, 6^4 = 0. 

Nun sind aber die vier Ausdrücke Gi nicht unabhängig von- 
einander. Zwischen ihnen bestehen die identischen Beziehungen 

[By] = 91^1 + ^^2 + (»3^3 - 94^4 = 0, 
[jy] =• Qn?i — 9«y2 + 9««y« — 9*4^4 = 0, 

welche zeigen^ daß die vier Bedingung^leichungen Gi=^0 nur 
zweien unter ihnen äquivalent sind. 

3) Der Durchstoßpunkt der Geraden g » [J.Jß] und der 
Ebene 

sei G, dann läßt er zunächst die Darstellung zu 

{l + li)G = Ä + iiB. 

Anderseits kann er durch [fi AB] ausgedrückt werden. Wegen 
[AB] == \_A B—A] = [6r B — A'] nimmt der regressive Ausdruck 
die Form an 

IqAB'J^IqB^AjG. 

Dabei bedeutet [9 B— A\ den sechsfachen Inhalt des Tetraeders^ 
dessen Grundfläche die Ebene q und dessen Hohe die Projektion 
von B — A auf die Normale der Ebene ist. 
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Eine andere Darstellung lantet so: 

wo 

Vi == QiiBi + QiiBfi + QiiBt + 9aJ?4 

gesetzt ist. Ist die Gerade g in der Ebene q gelegen, so er- 
geben sich die vier Bedingnngsgleichnngen yt = 0, welche sich 
wegen der Identitäten 

[qG] = pi^i + Q^y^ + Q^y^ + Q^y^ = 0, 

auf zwei unabhängige Bedingungen reduzieren. 

4) Sei JR ein Punkt; g und 1^ zwei beliebige Geraden, 
dann drückt sich der Durchstoßpunkt M der Ebene \B%\ mit 
der Geraden ^ aus in der Form 

oder 
Jlf = Ei . SMiiQt + E, . SMuQi+JEa . SMuQi + Ei . SMuQi, 

t t • • ' 

WO gesetzt ist 

Mii = Qkl^mi + Qlmhi + Qmk%, /»,A;,?,W=1, 2,3,4; 2,3,4, 1;\ 
Ma- Qilhm - Qimf)ii. \ 8.4,1,2; 4,1,2,3; 

125. Eine Tetraederformd von Kronecker. — In der 
Nr. 123 sind für [J.P BOB] zwei verschiedene Ausdrücke 
aufgestellt worden. Setze ich sie einander gleich^ so wird 

[ABCB]F - [BBCB^A - [PCBA\B + \PBAE\G 

- [PÄBC]B, 

und das ist die schon früher, auf anderem Wege gewonnene 
Schwerpunkts- oder Momentenformel. 

Ich will jetzt die Flächen des Vektortetraeders ABCB 
nennen a, ß, y, d, seinen Inhalt %, dann hat man 

2a = [-BC2)], 2ß [CBA], 2y=-[BAB], 2d = -^[ABG}, 

[ABCB] = eg, 

und jene Formel nimmt die Gestalt an: 

3gP = [Pa^A + [Pß]B + [Py]0 + [Pa]B. 
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Durch Anwendung des Dualitätsprinzips ergibt sich hieraus 

3g':jr = [ütÄ]a + [:ftB]ß + [ütC]y + [jtD]a, 

wo Jt eine beliebige Ebene und 65'=[ajSy(f] ist. Um die 
in bezug auf üt konstante Größe ^' zu bestimmen^ lasse ich 
die Ebene Jt in die Ebene a fallen^ dann wird 

und ich erhalte S' = — fj, daher 

Sgr^r = [Äüt\a + [B:n;]ß + [Cjr]y + [Düt\d. 

Durch äußere Multiplikation der beiden Formeln für ^P 
und %üt ergibt sich, wegen [Äa] = [Bß] = [Cy] = [Drf] = 32?, 
die Relation 

welche in einer nur wellig abweichenden Gestalt bereits von 
Kronecker im 72. Bande des Journals für die reine und an- 
gewandte Mathematik S. 160 aufgestellt worden ist. Ersetzt 
man nämlich die Volumina [P^], [ÄJt]^ . . ., [Pa], . . ., 
[Äa]y . . , durch die proportionalen Längen der von P, Ä, B, C, D 
auf die Ebenen st, a, ß, y, (f, gefällten Lote, so ergibt sich 
genau die Eroneckersche Formel. 

126. VeraUgemeinerung des Cevasatjses. — Ich leite zu- 
nächst den Cevasatz für die Ebene her. Auf den Seiten o^, Og, a^ 
des Dreiecks Ä^A^Ä^ seien drei beliebige Punkte -4^', Ä^^, A^ 
gegeben, so seien die Längen 



Dann ist 



folglich 



A.-^A^ — ^9 A^A.^ — X^y A^A.^ = Agj 
Ai A^ ^^ ^j A^ A,-^ ^^ ^2 ; A^ A^ = A3 . 

^1-^1 ^* ^A^ "f" ^ -^8> 
d^A^ =■ ^A^ + Aj-A^, 

^8 -^3 "™ ^2 Ai + Aj -Ag , 
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und 
aiO^a^lA^Ai A^A^ A^A^\ = {X^X^X^ — X^ X^ X^)\A^A^A^\ . 

Die linke Seite stellt den Inhalt des von den drei Transversalen 
A^A^y A^A^j A^AJ gebildeten Dreiecks dar. Derselbe ver- 
schwindet, wenn sich die Transversalen in einem Funkte 
schneiden. Aladn-Tni muß sein 

^ ^ ^ *=* ^1 X^ X^f 
und umgekehrt. 

Im allgemeinen schließen die Transversalen ein Dreieck 
ein, welches B^JB^B^ heißen möge. Es seien die Strecken 



und 
so folgt 



A'^A^ = Fj, A^A^ =^^27 -^s-^ — ^5 
B^Bq = a/, BqB^ = a/, B^B^ = a^' 

[A,A^A^-\=^A [B,B,B,]^^\ 



«s 



daher 



[4,4.'] --^[^x^], • 

[A^A^ A^A^ A^A^ ] = ^ 'cl'aj,' L^i'^* *J * 



Durch Kombination mit der oben gewonnenen Relation ergibt 
sich 



und d. i. eine Verdllgemeineru/ng des Cevasatzes in der Ebene, 

ErweHertmg auf den Baum. — Auf den Spanten a^, a^, 
ag, a4 des Yierflachs A^A^A^A^ seien vier beliebige Punkte 
A^'f A^y AIj AI gegeben, so daß die Längen von 
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A^-a^ = Aj, A^A^ == A2, A^A^ = ^y A^A^ =^ X^y 
Ai A^ = ^ ^ A^ A^ ^^ ^ ; A^ A^ '*" ^3 * -^4 -Ai = A4 
sind. Alsdann ist 

Of^A^ == A2 A^ + A2AQy 

^»A^ ™ Aj-Ag + A3-4.4, 

Of^A^ == A4 ^4 + X^A^y 

folglich 

a^\A^A^A;\ ^-Xs'a + Xgy, 

Linker Ebmd stehen die Ebenen^ welche durch jeden 
Teilpnnkt und seine Gegenseite gelegt sind. Bilde ich das 
äußere Produkt derselben ^ so ergibt sich der Inhalt des von 
ihnen gebüdeten Tetraeders, nämlich 

dj 0^2 % ^4 L^i A^ A^ A^ A^ Ai Aq A^A^ A.^ A^ A^\ 

= (- V W^4 + ^1^^3^4)[«i»y<^]. 

Schneiden sich die vier genannten Ebenen in einem Punkt, so 
verschwindet der Inhalt jenes Tetraeders, und das ist nur 
möglich, wenn 

^ ^ ^3 '''4 '^ ^1 ^ ^8 ^4 ; 

und umgekehrt. Es ergibt sich so der bekannte Satz: 
Nehme ich auf den Kanten des Vierflachs A^A^A^A^ vier be- 
liebige Funkte A^y A^y A^\ AI an und lege durch jeden Punkt 
und seine Gegenkam^te die EbenCy so gibt die Belation 

A^Ay^ 'A^A^ 'A^A^ 'A^A^ ==^AiA^'A2Aq'A^A^-A^Ai 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür y daß sich die 
vier Ebenen in einem Punkte schneiden. 

127. über Tetraeder, die aus zwei beliebigen Tetraedern 
abgeleitet sind. — Seien Ay By C, D; A\ B\ G\ D' die Ecken 
zweier beliebiger Tetraeder, und sei ein beliebiger Punkt. 
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Dann führe ich folgende Pnnkie ein 

Ai = [OÄ BCB], Ai'=[OÄ' B'C'D'l 

A^ = [OB CBA\, A^'=[OB' C'D'A'}, 

Äi = [OC BÄB\, 4,' = [0C' D'Ä'B'], 

Ät^[OB ABC], A^=[OB' A'B'C] 
und 

[AA' A,A,']^P, 

IBB' B^B^^Q, 

[CC CiCi']='R, 

[DD' D^D^^^S, 

wobei ich von den Gewichten der Ponkte absehe, weil sie 
für den zu beweisenden Satz nicht in Betracht kommen. 
Nnn benatze ich die in Nr. 123 gegebene Formel, am die 
Punkte Alf A^, . . ., A^, A^, ... in anderer Weise dar- 
zustellen. Zugleich bezeichne ich Seitenebenen und Inhalt der 
Yektortetraeder wie fo^: 

[BCi)]= a, [J5'C"D']= «' 

iCDA\ |J, \C'D'A'-\ =-ß' 

[DAB]^ y, [D'A'B']- y' 

[ABC] <f, [A'B'C] d' 

[ABCD]= %, [A'B'C'D']= g'. 
Alsdann wird 

*Ai - [Oa]A -%0, *^' = [Oa']A' - g'- 0, 

*A^=[Oß]B-%-0, *A,' = [Oß']B'-%''0, 

*A = [Oy] C - S . 0, *A,' = [Oy'] C'-^'- 0, 

*Ai = [Od]D -5-0, *A^ = [Od']D' -%'0. 

Demnach 

[A,A,'] = [Oa][Oa'][AA'] - %[Oa'][OA'] -f W[Oa][OAl 

[A,A,>]^[0ß][0ß'][BB'] - %[Oß'][OB'] + %'[Oß][OE], 

folgUch, da [OA AA^ = [OAA]A, [OA AA] - [OAA]A, . . ., 
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*P = ^'[Oa]Ä-%lOa']Ä'= %'-Ai-%-Äi', 
*Q = %'[0ß]B-%[0ß']B'=- %'-A,+ %-A,', 
*B = g'[0y]C-g[0y']0'= %'-A,-%-A,', 
*S= g'[0<f]D - g[Orf']D'= - %'-Ä^+ %'A^. 

Hier bezeiclmen die linker Hand angebrachten Sterne Faktoren, 
die mich für den ins Auge gefaßten Satz nicht interessieren. 
Addiere ich jetzt die vier untereinander stehenden Glei- 
chungen, so lautet die rechte Seite 

%'{[Oa]A + lOß^B + [Oy]C + [Od]D) 

- %{[0a']A'+[0ß']B'+[0y'-]C' + [0(f']D'). 
Nun ist 

[Oa]Ä +lOß]B +[Oy]C +[Od]D ^fJO, 

[Oa']Ä' + [Oß']B^ + [Oy']C' + [Ocf' ]!)' = ff 0, 

folglich verschwindet die rechte Seite, das heißt, die vier 
Punkte P, Qy B, S liegen in einer Ebene. Ich erhalte also 
den Satz: Verbinde ich die Ecken zweier Tetraeder mit einem 
beliebig angenommenen Punkt und suche die Durchstoßpunkte dieser 
Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenflächen, so er- 
hoHte ich ewei neue Tetraeder, Jede Verbindungslinie homo- 
loger Ecken derselben schneidet die entsprechende der beiden 
ursprünglichen Tetraeder. Diese vier Schnittpunkte liegen in einer 
Ebene. 

128. Studys Satis über die Graßmannschen Doppel- 
Verhältnisse eweier Tetraeder. — Seien A^A^A^A^y B^B^B^B^ 
zwei beliebige Vektortetraeder, a^, Og, «3, «4 und ß^, ß^, ft, ß^ 
die zugehörigen Seitenebenen, % und S3 ihre Inhalte, so daß 

«, = - [AAAl Ä = - [SsB.B,] , 

«.= [^4^4.], ßs= [BiS,B,l 
«, = - [A,A^A,], ß^=- [B,B,B,], 
%^[A,A,A,A,], » = [B, B,B, B,]. 
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Femer seien die Verbindungslinien entsprechender Ecken der 
beiden Tetraeder 

und die Schnittlinien entsprechender Ebenen 

ii=[aißi] (t = i,2,3,4). 

Alsdann bilde ich aus je zweien der Geraden (^ die äußeren 
Produkte und finde 

Nun ist aber im Hinblick auf Nr. 123 

= (_iy+i2([^,X], 

und entsprechend folgt 

[ßißl:] - (- 1>' + ' 85 [B;Bm] (h Khm^ 1, 2, 8, 4). 

Demnach 

[«*«* ßißk] = Sias [ÄUmBA] = - 195 [A,B, A^B^l 
SO daß 

Folglich wird 

[l».l»*][*.Bm] = Sr^S8no.«tl[o.«».], 

woraus 

[*263][Iii»J:[»3*i][i2B4]:[iiB2][li3*4] 

d. h. die Graßmannschen Doppdverhaltnisse der VerMndtmgs- 
linien zu>geordneter Ecken zweier Tetraeder sind gleich den, Graß- 
mannschen Doppelverhali/nissen der entsprechenden Schnittlinien 
ihrer Seitenflächen, 

189. Die Lage der Zentral - und der Schraubenachse. — 
In Nr. 117 habe ich den Satz hergeleitet^ daß die Richtung der 
Zentral- bzw. Schraubenachse auf dem kürzesten Abstand zweier 
konjugierter Kräfte des Xraftkreuzes, bzw. Achsen des Dreh- 
kreuzes senkrecht steht. Ich will dieses Resultat vervoll- 
ständigen, indem ich nunmehr auch die Lage der in Rede 
stehenden Achse bestimme. 
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Wieder gehe ich aus Ton der Oleichnng 

[ÄE] + [CD] = [AB'-] + [CD'-] ^ [Et] + X I f. 

Ich nehme irgendeine zu f senkrechte Ebene, welche durch 
den gebundenen Bivektor fp dargestellt werde, und multipliziere 
mit ihm die Gleichung äußerlich, so erhalte ich 

iAB <p] + [CD 9]^lEf y], {AB 9)']+[(7D 9)']=[^f y'], 

USW. Hier stellen die regressiven Produkte Punkte dar, nämlich die 
Schnittpunkte der Ebenen <jp, 9>', . . . mit den Geraden [-4 JB], [CD\ 
[A!B% [C'B% ... und [Ef\. Demnach läßt sich immer senk- 
recht gegen die Achse eine Ebene finden, derart daß ihre 
Schnittpunkte mit zwei konjugierten Stäben und mit der Achse 
auf einer und derselben Geraden liegen, d. h. aber nichts anderes 
als: die Achse [Et] schneidet die kürzeste Entfernung zweier 
konjugierter Stäbe. Statisch bzw. kinematisch gesprochen, 
heißt dies: die Zentral- bzw. Schraubenachse schneidet die 
kürzeste Entfernung zweier konjugierter Kräfte des Eraftkreuzes^ 
bzw. Achsen des Drehkreuzes und zwar so, daß sie — wie 
unter Hinzunahme des früher gewonnenen Ergebnisses beigefügt 
sei — auf ihr senkrecht steht. 

Dieser Satz ist für die Statik zuerst von Schweins 
(Steiners Lehrer in Heidelberg) im 32. Bande des Crelleschen 
Journals aufgestellt worden. Schweins nennt die Achse [J^f] 
die Hcmptdrehlinie des Systems; sein Beweis ist später von 
F. Mob ins vereinfacht worden. 

180. Lage des Schnittpunktes der Schrauibenachse mit dem 
kürzesten Abstand zweier konjugierter Achsen, — Multipliziere 
die Gleichung 

[AB] + [CB]=-[E't] + 7c\t 

äußerlich das eine Mal mit [OD], das andere Mal mit [^-S], 
so folgt 

[AB CB]^[E't CB] + x[\t CD], 

[CD AB] = [E't AB] + x[| f AB], 

woraus, da die linken Seiten übereinstimmen: 

[E't AB] - [E't CD] ^7c[\t CD]^7c[\t AB], 
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Die kürzesten Abstände der Schranbenachse von den kon- 
jugierten Achsen ABj CD seien bzw. r^, r^, dann ist unter 
Beibehaltung der in Nr. 118 gewählten Bezeichnung: 

[J5'f (7D]= d&'dd'^'r^Biiiq)^, 

x[|f ÄB']= dr •d'ö'i-cosqpg? 

x[|f CD]« dr •dd'2'CosqPi, 
folglich 

r^d&dd'^ sin ^pg — ^2^® ^^s süi g>^ = dtdd'2 cos qPi— drdd'^coB g)^. 
Nun ist in Nr. 118 und 116 gefunden 

(2^1 (2^2 ^^ 

sin 9^ sin 9, sin 9 

woraus 

dB . (2^ . . dr . (2r . 

^^'"'«^i^d^sin 92 = sin<jp, ^ = rsin92, ^^rsin,),; 

demnach liefert obige Gleichung 

r^ sin qp — r^ sin qp = r sin qpj cos qPi -— r sin qp^ cos qp^- 
Wegen r^ + rg = r und qPi + qPg == ?P "^"^d 

^j + n _ s"i(9i + 9»). 

woraus 



, eZrd© = rd^idd-g sinqp, 



^8- 


-n 




8in(9i- 


-Vs)' 


!i_ 
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d. h. die Schraubenachse teilt den kürzesten Abstand der kon- 
jugierten Achsen im Verhältnis der Tangenten der Winkel, 
welche die Schraubenachse mit diesen Achsen bildet 

131. Die Äquivtüenzbedingwngen zweier Eraftsysteme am 
starren Körper. — Sollen zwei Kraftsysteme 2ÄiBi und SÄi^B/, 

die einen starren Körper angreifen, einander äquivalent sein, 
so gibt der vektorielle Ansatz S ÄiBi = 2? ÄiBi' die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen. Dieselben lassen 
sich in mannigfache Form kleiden, da der Ansatz noch geltön 
muß^ wenn ich die Gleichung mit einem beliebigen Punkt 
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oder einer beliebigen Ebene oder auch einer beliebigen Geraden 
äußerlich multipliziere. 

Ich will diese verschiedenen Möglichkeiten näher betrachten. 
Zuerst werde die Gleichung 27 J^^f= 2^-^'^,' äußerlich mit 

einem beliebigen Punkt P multipliziert^ so treten die Momenten- 
summen der beiden Eraftsysteme in bezug auf den Punkt P auf. 
Sodann multipliziere ich dieselbe Gleichung mit einer 
beliebigen Ebene st und beachte^ daß 

[AiBi n\ = \Ai-Bi st\ 

ist, wo den Durchstoßpunkt der Kraft [J^-B,] mit der 
Ebene st bezeichnet und [Äi •— Bi ^] den sechsfachen Inhalt 
eines Tetraeders bedeutet, dessen Grundfläche die Ebene st und 
dessen Höhe die Projektion der Kraft [AiB^ auf die Normale 
der Ebene ist. In dem Ansatz ll\AiBi jt']=^2[_ÄiBi ^] fallt dann 

die Ebene ot als gemeinsamer Faktor heraus, und es bleiben übrig 
die Summen der Punkte, in denen die Kräfte der beiden Kraft- 
systeme die Ebene st durchstoßen, jeder multipliziert mit einer 
Masse, die gleich der Projektion der zugehörigen Kraft auf die 
Normale der Ebene st ist. Um die Ausdrucksweise zu kürzen, 
will ich einen Ausdruck einführen, den Herr Carvallo vor- 
geschlagen hat. Herr Carvallo nennt einen solchen Durchstoß- 
punkt multipliziert mit seiner Masse Büdpunkt der betreffenden 
Kraft auf der Ebene sc, und Büdpunkt eines Kraftsystems auf der- 
sdben Ebene nennt er den Schwerpunkt der Bildpunkte der 
einzelnen Kräfte auf x. Hiemach kann ich einfacher so sagen: 
Wird die Gleichung 2;[AiB,^= 2;[^'-B.'] äußerlich mit einer 

Ebene st multipliziert, so treten die Bildpunkte der beiden 
Kraftsysteme auf der Ebene ä auf. 

Und wird der vektorielle Ansatz 2;[^,JBJ= 27[J^'JB/] 

äußerlich mit einer Geraden p multipliziert, so treten die 
Momentensummen der beiden Kraftsysteme in bezug auf die 
Gerade p auf. 

Eine vierte Form der Aquivalenzbedingung ergibt sich, 
wenn ich die Gleichung 2?[-ä,^,]== 2?[^/P/] innerlich mit 

einem Vektor S multipliziere, den ich als virtuelle Verrückung 
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deute. Das innere Produkt [AiBi \ s] stellt dann die Arbeit dar^ 
welche die Kraft [ÄiBt^ leistet^ wenn der starre Körper in der 
Zeiteinheit die Verrückung s erleidet. 

Hiernach kann ich die Aquivalenzbedingungen zweier 
Kraftsysteme in folgende verschiedenen Formen kleiden: 

Damit zwei Kraftsysteme, die einen starren Körper an- 
greifen, äquivalent seien, ist notwendig und hinreichend, daß ent- 
weder die Momentensumme des einen Systems in bezug auf einen 
beliebigen Punkt gleich der entsprechenden des anderen Systems 
ist; oder der Bildpunkt des einen Systems auf einer beliebigen 
Ebene mit demjenigen des anderen Systems auf derselben 
Ebene zusammenfallt^ oder die Momentensumme des einen 
Systems in bezug auf eine beliebige Gerade gleich derjenigen 
des anderen Systems für dieselbe Gerade ist; oder die Arbeit, 
welche das eine System für jede virtuelle Verrückung des 
starren Körpers leistet, gleich der entsprechenden Arbeit des 
anderen Systems ist. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden^ daß die beiden 
ersten Formen der Aquivalenzbedingung einander dual ent- 
sprechen. 

132. Ubtmgen. — 1) Die Schraubenachse wird erhalten 
als der kürzeste Abstand zwischen den kürzesten Abständen 
der konjugierten Achsen zweier äquivalenter Drehkreuze. 

2) Die Summe der Projektionen zweier konjugierter 
Drehungen auf die Schraubenachse ist konstant und zwar gleich 
der Rotation des starren Systems. 

3) Die Schraubenachse stellt sich dar in der Form 

X[£eJ + YlEe,] + Z[Ee,] 

+ (i - xX) I Ol + (Jf - xF) I eg + (JV- xZ) 1 63. 

4) Das äußere Produkt zweier Schrauben, von Klein und 
Sommerfeld als Moment der beiden Schrauben aufeinander, 
von Ball als virtueller Koeffizient bezeichnet, ist gleich 

[Et J5;'f'] + (x + xO[f|f']. 
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Das NuUsystem. 

183. Zuordnung von PtmJct und Ebene im Baum. — Wie 
im Yorstehenden Kapitel gezeigt^ beherrscht die allgemeine 
Große zweiter Stnfe die Statik und Kinematik des starr^i 
Körpers. Dieselbe Größe führt aber auch zu dem von Mob ins 
entdeckten NuUsystem, so daß man sagen kann^ sie bildet das 
Terknüpfende Band zwischen der Mechanik des starren Körpers 
und dem zugehörigen Nullsystem. Dies will ich im folgenden 
darlegen. 

1) Einem gegebenen^ am starren Körper angreifenden 
Kraftsystem entsprechen unendlich viele Krafbkreuze. Unter 
diesen betrachte ich dieienicren. bei denen der eine Arm durch 
einen beUebigen, von .L£r^ gegebenen Punkt A in. Rannte 
gehen solL Und es entsteht die Frage: wenn der eine Arm 
eines Kraftkreuzes um A rotiert; welche Bewegung führt der 
andere Arm aus? 

Die Ejraftkreuze seien 

[AE\ + [C2)], [^B'] + [CD'], [^J5"] + [CD"], . . . 

Da sie einem und demselben Krafbsystem gleichwertig sein 
sollen, muß sein 

\AE\ + [CD] = [^D'] + [CD'] = [^D"] + [CD"] = • - • 

Ich multipliziere diese Gleichungen äußerlich mit dem gegebenen 
Punkt Ay so folgt 

[AGB] = [^C'D'] - [^C"D"] = . . 

und diese Yektorgleichungen sagen aus: Erstens, die Kraftarme 
[CD], [CD'], [a^D% . . . gehören einer und derselben Ebene 
an; zweitens, diese Ebene enthält den Punkt A in sich; und 
drittens, die yon A mit jenen Kraftarmen eingeschlossenen 
Dreiecke sind inhaltsgleich. 



Zuordnnng von Punkt und Ebene im Banm. 177 

Demnach: Dreht sich eine Gerade eines Eraffhreuzes wm 
einen beliebig vorgeschriebenen Pwnkt A^ so bewegt sich die 
konjugierte Gerade in einer dem Pmikte A zugeordneten u/nd 
ihn enthaltenden i^bene a derart^ daß das Dreieck mit A als 
Ecke und dem zweiten Kraftarm als Gegenseite einen konstanten 
Inhalt besitzt. 

Ich nehme jetzt den dualen Fall. Ich gebe von Yom'^ 
herein die Ebene a, betrachte alle die £rafkkreaze^ wo der 
eine Arm in dieser Ebene liegt, und frage nach der Bewegung, 
die dann der andere Arm ausführt. 

Die Antwort erhalte ich, wenn ich die Gleichungen 

[AB] + [CD] = [A'B'-] + [C'D'] = [A"B"] + [G"D"] = • • • 

äußerlich mit a multipliziere, dann wird 

[AB «] + [CD a] = [A'B' a] + [CD' ä] 

^[A"B" a] + [C"D" «]=... 

Nun sollen die Geraden [CD], [CD'], [CD"], ... der 

Ebene a angehören, die yektorielle Bedingung di^r lautet 

[CD a] = 0, [CD' a] = 0, [C"D" «] = 0, . . . Demnach er- 

eibt sich 

^ [AB a] = [^'D' a] = [^"D" «]=•., 

d. h. die Ebene a wird von den Geraden [AB], [-4.'D'], 
[^"D"], ... in demselben Punkte getroffen. 

Demnach: Bewegt sich eine Gerade eines Systems in einer 
beliebig vorgeschriebenen Ebene a, so dreht sich die konjugierte 
Gerade um einen der Ebene a zugeordneten und in ihr liegenden 
Punkt A derart, daß ihre Projektion auf die Normale der Ebene a 
konstant bleibt. 

134. Nullpunkt, NuUinie, NuUAene, — Ich beti^hte nun- 
mehr eine Gerade, die den Punkt A mit einem beUebigen 
Punkt der Ebene a verbindet, etwa mit C, und multipliziere 
die Gleichungen 

[AB] + [CD] = [^'D'] + [C'D'] = [^"D"] + [CD"] =«• • • 
äußerlich mit [^C], so ist wegen 

Jabnke, Vorlesungen über die Vektorenrechnong. 12 
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[AB ÄC] = 0, [CD ÄC] = 
ebenfalls 

[^'JB' ÄC] + [C'D* AC] 
= [A"B" AC] + [C"D" AC] = ^ 0, 

d. h. das Moment des Kraftsystems in bezug auf die AchBe 
[AC] verschwindet. Da nun dieselbe Betrachtung gilt; wenn 
ich statt AC die Geraden [AD], [AC], [AD'], [AC], 
[AD'^], . . . nehme^ so kann ich sagen: Das Moment des Erafbe- 
Systems verschwindet für jede von A ausgehende Oerade der 
Ebene a. 

Möbius nennt deshalb diese Geraden NuUimen, den 
Punkt A NtMpunJd und die Ebene a NüUebene, Jedem Punkt 
ist hiemach eine durch ihn gehende Nullebene zugeordnet und 
zu jeder Ebene gehört ein in ihr liegender Nullpunkt. Die 
beiden zusammengehörigen Wirkungslinien eines Eraitkreuzes 
nennt man konjugierte Geraden, die Geraden g Durchmesser 
und die Gerade [J^f ] die Hauptachse des NuUsystems. 

Eine andere Eigenschaft des Nullsystems ergibt sich ohne 
weiteres, wenn ich die Gleichungen 

[ÄE] + ICD] = [AB'] + [C'B'l 

[AB'] + [CD'] = [AB"] + [C"D"], usw. 
in der Form schreibe: 

[AB- B'] = [CD'] - [CD], 

[A B' - B"] = [CD"] - [CD'], 

• . • • • . 

d. h. die freien Vektoren JB — B\ J5' — JB", . . . sind parallel 
der Ebene, welcher die gebundenen Vektoren [CD], [CD'], 
[CD"], . . . angehören. Demnach, bewegt sich eine Gerade 
eines Systems in der NuUebene a, so dreht sich die Tconjugierte 
Gerade um den NuHjmnM A derart, daß ihr EndpuvM eine 
zu a paraUde Ebene beschreibt. Die Verrüdcung dieses End- 
punktes läßt sie^, nach Größe, Eichtung und Sinn, am den 
zugehörigen Lagen der ersten Geraden nach den Begeln der 
Vektoraddition finden. 
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135. Ben NuUptmJct einer gegebenen Ebene zu Jconsüruieren, 
und die duale Aufgabe. — Um das Nullsystem, welches die 
Bewegiüig eines starren Körpers charakterisiert, yollstandig zu 
beherrschen, bedarf es noch der Lösung zweier Aufgaben, 
einmal den Nullpunkt einer gegebenen Ebene, und umgekehrt 
die Nullebene zu einem gegebenen Punkt zu bestimmen. 

Sei (p eine beliebige Ebene, dargestellt durch einen ge- 
bundenen Bivektor, so multipUziere ich die Gleichungen 

{AB] + [CDI = [^'B'] + [CD'] 

äußerlich mit g> und erhalte 

[AB ip\ + \GB 9] = \_A'N g>'\ + [CD' y] ^ 

Die äußeren Produkte stellen Punkte dar, nämlich die Schnitt- 
punkte der Ebene 9) mit den Geraden des Systems. Die 
Summe je zweier solcher Vektorprodukte stellt wieder einen 
Punkt dar, und dieser Punkt ist, wie die Gleichung lehrt, für 
die yerschiedenen Erafkkreuze identisch. Demnach, schneide 
ick die Kraffkreuze eines und desselben Systems durch eine be- 
liebige Ebene und verbinde die Schnittpunkte je zweier kon- 
jugierter Gnaden miteinandery so schneiden sich aUe diese Ver- 
bindungslinien in einem Punkt. Und dieser Punkt ist der NuUr 
funkt der Ebene 9), denn die genannten Verbindungslinien 
sind lauter NuUinien. In der Tat, ich kann die Verbindungs- 
linien darstellen in der Form 

[AB g> CD 9], [A'B' g> CD' y], . . ., 

und das Moment des gegebenen Systems in bezug auf jede 
dieser Linien yerschwindet. 

Ich will noch den Nullpunkt der Ebene 9 explizite dar- 
stellen. Dazu benutze ich die in Nr. 100 aufgestellte Formel, 
wonach 

[AB 9] - IA.9\B - \Bg>-\A, 

so daß der Nullpunkt gleich 

[Aip\B - [B^-IA + [Cip\B - [B9\C 

= [^'9)]D'- [D'yl^'H- [(7'9)]D'- [D'9](7' = . . • 
wird. 

12* . 



Fünfzehntes Kapitel. 

Tetraederkonflgnratioiieiu 

137. Die MohiuBSchen Tetraeder. — Ein einfaches Bei- 
spiel eines Nnllsystems bieten zwei Tetraeder^ die einander 
gleichzeitig ein- and umgeschrieben sind. Daß solche Tetraeder 
möglich und wie sie zu konstmieren sind^ hat zuerst F.Möbius 
aufgedeckt. Die beiden Tetraeder seien ABCD und ÄiB^C^D^ 
mit den Seitenflächen a^ ß, y, d, bzw. o^^ ß^, Yiy ^u dann ist 

2« = [J5CD], 2ß [CDÄl 2y =- [DÄE], 

2d ^-[ÄBGl 
2a,^lB,C,D,l 2ß, [C,D,Ä,l 2y,^[D,A^B,l 

2rf,= -[AJ5,(7J. 

Die Ecken Ä, B, C, D sollen bzw. in den Seitenflächen 
«1, jSj, y^, rfi liegen^ daher 

und umgekehrt sollen die Ecken A^, B^, C^, D^ in den Seiten- 
flächen a, ßy y, 6 liegen^ also 

[^«] = 0, [Affl = 0, [C,y] = 0, [Arf] = 0. 

Es läßt sich also zuimchst der Punkt A^^ welcher mit den 
Punkten B,C,D in einer Ebene liegen soU^ linear durch diese 
darstellen; und Entsprechendes gilt von den anderen Punkten. 
Auf diese Weise ergibt sich die Darstellung 

(o,Ä,^ . + l^B + X^^G + X^^D, 

IDg B^ = Aji J. -f- • +^230'+ ^4 A 

a),C,^X,,Ä+X,,B+ . +X34D, 
(D^D^^X^Ä+l^B + X^C+ . , 

wo die Faktoren o^, o^f • • • linker Hand gleich den ent- 
sprechenden Eoefßzientensummen rechter Hand sind. 
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Indem ich nnnmehr den Punkt Ä zwinge mit den Punkten 
B^, C^y D^ komplanar zn liegen^ also das äußere Produkt 
[ABiGiD^ oder \Ac^=^0 setze und entsprechend \Bß^ = 0, . . ^ 
erhalte ich zwischen den Eoefißzienten Xr, die Bedingungen 

Demnach, wahU man das eine der beiden Möhinsschen 
Tetraeder ewm Bezugstebraeder, so stellen sich die Koordinaten 
der JEcken des cmderen durch die Elemente einer schiefsymme- 
irischen Determinante dar. 

Hieraus berechnen sich die Seitenflächen des Yektor- 
tetraeders 

WO 

v* = A23 A41 + A31 A42 + A12 A43. 

Und umgekehrt lassen sich die Ecken und Flächen des 
Tetraeders ABCD durch die Ecken und Flächen von A^B^C^D^ 
durchaus analog ausdrücken. 

Aus dieser analytischen Darstellung der Mob ins sehen 
Tetraeder fließt unmittelbar eine einfache Lagenbeziehung der- 
selben. Dazu bilde ich die Gleichungen der Kanten des Vektor- 
tetraeders A^B^CxB^. Ich flnde 

folglich 

und entsprechende Relationen bestehen zwischen den äbrigen 
Paaren von Gegenkanten. Wenn aber zwischen vier gebondenen 
Vektoren eine lineare Beziehung besteht, so gehören (nach 
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Nr. 98) dieselben einem und demselben System von Erzeugen- 
den eines einschaligen Hyperboloids an. Daher der Satz: 
Je zwei einander entsprediende QegenJcantenpcwre zweier Mobius- 
schen Tetraeder bestimmen ein System von Erzeugenden je dreier 
einschaliger Hyperboloide. 

Nehme ich jetzt noch die beiden Tetraeder ^JBjC's -^2 ^^^ 
ÄqB^CqDq hinzU; deren jedes dem Tetraeder ABCD gleich- 
zeitig ein- und umbeschrieben ist; so habe ich es im ganzen 
mit vier Möbiusschen Tetraedern zu tun. Es läßt sich nun 
stets erreichen ; daß jedes von ihnen jedem anderen gleichzeitig 
ein- und umbeschrieben ist. Die sechzehn Punkte Ai, Bi, d, Di 
(i ^ 0, 1; 2, 3) bilden alsdann^ was man nennt^ eine Kummer sehe 
Konfiguration. Ihre ABhängigkeit läßt sich, wie folgt; zur • 
Darstellung bringen: 

a^u'Ai- • + xf,B + X^lC + X^lD, 
(Ou'Bi^X^^Ä+ . +X^lC+X^m 

mi'Di^X^^A+X^^B+X^^C+ . ; 

(Ozi(Ou(Ou'ßi-»^'^{X^^a+ . +4'Jy + Ai^cf), 
<ou(Oumi'ri-^^*Hx^^a + X^^ß+ ' +Ai*Jcf}, 

CDl.CD2,ID8rCf| = '^^•'^{4s« + 4li» + 4*27 + * }> 
'^ — '''28^41 • "'81 "'42 • "'12 "'48* 

Soll jedes der vier Tetraeder in bezug auf j6des andere 

ein Möbiussches sein, so haben die Koeffizienten 4*« noch 
gewissen Bedingungsgleichungen zu genügen. Nämlich, es 
muß sein 



4^+^i^ = (* = 1,2,3), 



[^«,] = [B,ft] = [C,y,] = [D.cf,] = const 



(t,& = 0,l,2,3). 
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Wandle ich diese Vektorbeziehimg^i in skalmre Gleichimgen 
nm^ so ergibt sich 

188. Vierfach hyperboloide Tetraeder. — Ich will jetzt zwei 
Tetraeder betrachten A^Ä^A^A^j B^B^B^B^ so gelegen^ daß 
die Verbindungslinien entsprechender Ecken znr selben Schar 
Yon Erzeugenden eines Hyperboloids gehören. Als entsprechende 
Ecken wähle ich die Tier Gruppen 

A^A^A^A^ A^A^A^A^ A^A^A^A^ A.-^A^A^A.^ 

B^B^B^B^j B^B^B^B^^ B^B^B^B^j B^B^B^B^. 

Das erste Tetraeder sei das Bezugstetraeder, dann lassen sich 
die Ecken des zweiten zunächst darstellen in der Form 

aiBi=^ «,1-4.1+ a,-2^2+ aizAz+ a^A^y 

cci = «»1 + cCi2+ aiz+ au (» = l, 2, 8, 4). 

Sollen die Verbindungslinien entsprechender Ecken der ersten 
Gruppe zu derselben Begelschar eines Hyperboloids gehören^ 
so muß eine lineare Beziehung der Form 

m, [A,B^] + m^ [^B,] + m^ ^A^B^} + m^ {A^B^ - 

bestehen. Dieselbe führt zu der bereits von Herrn 0. Hermes 
aufgestellten Bedingung aijc=ajii. Nehme ich jetzt die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken der anderen drei Gruppen 
hinzu, so erhalte, ich nach einigen Rechnungen, die ich an 
dieser Stelle übergehe, folgende Darstellung für zwei vierfach 
hyperboloid gelegene Tetraeder: 

*JBi= (h^i+ «2^+ «3-4+«f4A> 
*B2 -= r^ cc^Ai + r^ cc^A^ + r^a^A^ + «3^4, 

*^3 = ^8 «8-^1 + '^^^^A + n ^lA + «2^4^ 
*J54 = r^a^A^ + n ^A + ^2 «2-^3 + «1^4; 



wo 
gesetzt ist. 
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Die linker Hand angebrachten Sterne sollen wieder die 
Eoef&zientensnmmen der rechten Seite andeuten. Die Koeffi- 
zienten hangen, wie man sieht, von sechs Parametern ab. 
Werden eine bzw. zwei der Ecken Bi gegeben, so existieren 
oo^ bzw. oo^ Tetraeder, die znm Bezngstetraeder vierfach 
hyperboloid gelegen sind. 

Einen speziellen Fall der vierfach hyperboloiden Tetraeder 
bilden die vierfach Perspektiven oder desmischen Tetraeder, 
deren Darstellung ans der obigen hervorgeht, wenn cc^^cc^^^^cc^^^a^ 
und ri = — 1, r2 = l, rj« — 1; also ri'==— 1, rg'^l, r^'=^ — l 
gewählt wird. 

Noch einen Spezialfall will ich hervorheben, das ist der 

Fall r^ = rg = rg = 1, ako r^ = r^' = r^' = 1. AlsdanTi ergeben 

sich vierfach hyperboloide Tetraeder von folgendem einfachen 

Typ: 

aB^ = a^Ä^ + a^A^ + a^A^ + a^^^, 

aJ?3 = «3^ + a^A^ + a^A^ + cc^A^, 
aB^=^a^A^+ cc^A^+ cc^A^+ c^A^y 

Diese beiden Tetraeder sind isobar, weil 2]Bi = üAi. 
Femer gilt von ihnen: Liegen zwei Tetraeder zu einem dritten 
vierfach hyperboloid, so liegen sie auch untereinander vier- 
fach hyperboloid. Bezeichne ich endlich den Inhalt des von 
den Gegenkanten BiAjt, BrA, gebildeten Tetraeders mit 

r;^^\B,A, BrA.l 

so hat dieser Typ die Eigenschaft, daß folgende sechzehn 
Tetraeder gleichen Inhalt haben: 

und daß die weitere Relation besteht: 
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Dieser (in der Literatur mehrfach behandelte) Typ vierfiudi 
hyperboloider Tetraeder beanspradit ein besonderes Interesse 
noch dadurch, daß er zosammen mit den Möbinsschen Te- 
traedern in enger Beziehnng zn der Theorie der Thetafbnktion«a 
von zwei Argumenten steht, wie ich in der luchsten Nonuner 
kurz darlegen wilL 

139. Zusammenhang der Möbinsschen und der vierfach hyper- 
hdoiden Tetraeder mit den hyperäliptischen Thetafun^tOonen. — 
Ich betrachte 16 Punkte Ä{, Bi, d, Di (» = 1, 2, 3, 4), die sich 
durch die Ecken des Bezugstetraeders E^, E^, E^, Ei wie folgt 
darstellen lassen: 

*Äi = a^E^ - a^E, - a^E^ + a^E^, 

*A, a^E^ - «1^, + a^E^ + a^E^, 

*Ä^ = «3^?! + «4^ + a^E^ + o^E^, 
*Äi = a^Ei - a^Ei + «^^j - «i^J^; 

*B, = a,E^ +at^ + ec^E^ + a^E^, 
*Bi = c^Ei - a^E^ + a^Es - atE^, 

*B, a^E^ + a^E, + a^E^ - a^Et, 

*Bi= u^E^+a^E^-a^E^-a^E^; 

*Ci — «,^1 + «4-^2 - «i-2?s + «^■e;4, 

*Ci = «4^:1 + a^E^ + a^E, + «lE^, 
*Cj = aiEi+ a^E^ - a^E^ - a^E^, 
*C4= a^E^-aiEi-atE^+a^Ei; 

*2)j «4^1 - OjJ^j + OjjBs + a^Ei, 

*A «, JEi + «4^8 + OiE^ - a^E^, 

*D, a^E^ + a^E^- a^E^ + u^E^, 

*Dt = aiEi+ «.^E^ + OiEs + a^E^, 

wobei ich auf der linken Seite die mich im folgenden nicht 
weiter interessierenden Gewichtssummen durch Sterne an- 
gedeutet habe. Es interessiert uns an dieser Stelle auch uichi^ 
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daß die sechzehn Pimkte in der Anordnung A^B^C^D^, 
A^B^C^D^y Af^B^C^D^, A^B^G^B^ die Ecken von vier Te- 
traedern bilden^ die zum Bezugstetraeder E^E^E^Ej^ desmisch 
Uegen. Von Bedeutung für die gegenwärtige Betrachtung ist 
e%, daß die vier Tetraeder 

A^B^C^D^y 

A^B^C^Dij 

A^B^C^D^y 

A,B,C^D^ 

zum Bezugstetraeder vierfach hyperboloid gelegen sind. Und 
auch die Konfiguration^ welche durch die Mo bin s sehen 
Tetraeder definiert ist^ kommt unter den sechzehn Punkten 
vor. Nämlich, die Tetraeder: 

A^B^C^D^ 

sind dem Tetraeder A^B^C^D^ gleichzeitig ein- und um-: 
geschrieben. Dies erkennt man, wenn man folgende Be- 
ziehungen berücksichtigt (vgL Oaspary, Ann. de TEc. Nor- 
male (3)10,282): 

-ä* = — ««aÄ + Oäa Ca, + «u A, 

(Ä «= 1, 2, 3) 

(7^= — a2A^+ aiAÄ+ azhBij 

Da— — «lA^— «baÄ— UzkCij 
wo die Omn einem orthogonalen Neunersystem angehören: 

««11 = «1*— «2*— 0^*+ a4^ ««12 =• "^{^^ + as«4); 

««fi = 2(aia2 + «8 «4); ««22 = «1*— «2*+ «8* - a^y 

««28=2(0308— «1«4)> 

««81 = 2(0304 — O1O8), OO33 = 2(OgOs -f- O1O4), 

««88= «1*+ «2*— «8*— «4^ 
« = «!*+ «2^+ «8*+a4l 
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Dies vorausgesetzt erinnere ich nunmehr daran, daß die 
Theorie der hyperelliptischen Thetas auf sechzehn Thetafianktionen 
zurückgeführt werden kann, ähnlich wie Jacobi die elliptischen 
Funktionen zu vier Thetas zusammengezogen hat. Nun lassen 
sich die Thetaquadrate von zwei Argumenten stets linear durch 
passend gewählte drei oder vier unter ihnen ausdrücken, durch 
drei, das sind die Bosenhainschen, durch vier, das sind die 
Göpelschen Relationen. Dies bringt auf den Gedanken, die 
sechzehn hyperelliptischen Thetaquadrate durch Punkte im 
Baum darzustellen, da doch jeder Punkt im Baum linear 
durch vier beliebige Punkte ausgedrückt werden kann. Setzt 
man nun die Göpelschen Belationen auf diese Weise in Bela- 
tionen zwischen Punkten im Baum um und untersucht dieselben 
genauer, so erkennt man, es sind gerade die Belationen, wie 
sie bei vierfach hyperboloid gelegenen Tetraedern auftreten; 
und ebenso führen die Bosenhainschen Belationen gerade 
zu den Möbiusschen Tetraedern. Dieser Zusammenhang ist 
um so interessanter, als man berechtigt ist zu sagen: Alle 
Belationen, die an vierfach hyperboloiden bzw. Möbiusschen 
Tetraedern auftreten, entsprechen den Göpelschen bzw. Bosen- 
hainschen Belationen, oder was dasselbe ist, die „Weberschen 
Tetraeder erster Art" sind lauter Möbiussche, die „Weber- 
schen Tetraeder zweiter Art" (vgl. H. Weber, Joum. f. d. reine 
u. angew. Math. 84) sind lauter vierfach hyperboloide Tetraeder. 
Dieser Satz ist, was die Bosenhainschen Belationen angeht, 
wohl zuerst von P. Caspary ausgesprochen worden. 

Auf Grund dieses Zusammenhanges will ich den hier be- 
trachteten Typ vierfach hyperboloider Tetraeder in den nach- 
stehenden Übungen (Nr. 140, 148) kurz als Göpelsche Te- 
traeder bezeichnen. 

140. Übungen, — 1) Die Göpelschen Tetraeder 
haben gleichen Inhalt. 
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2) Die Tetraeder 

Ä,A,B„B, AU,GhC. A,A,D,I), B,B,C,C„ 
AiA^B^Bt, AtAiCid, AiAiDtDi, BiBiCtd," 

{h,h,l = l,2,S; 2,3,1; 3,1,2) 

Uegen zneinander einfech hyperboloid. 

3) Sind Ui U^ Us U^, ViViVari, W^W^W^Wt drei Göpel- 
sche Tetraeder, so sind folgende Tetraeder inlialtsgleicli: 

[Ca n TT* Fi] = [ü; F4 TT, TTJ, 

*• -• . •" (Ä,Ä,I = 1,2,3}2,3,1; 3,1,2.) 

[Uh F» Fi F4] = lU, Vi Wh Fi]. 



Sechzehntes Kapitel. 

Anwendungen auf die Oberflächen und BAumknrTen. 

141. Allgemeine Erzeugung der Oberflächen^ der Komplexey 
der Bmmkurven wnd der StraMenJcongmenjsen. — Ich bezeichne 
mit A, B,. . . feste Punkte^ mit a, ß, . . . feste Ebenen^ mit 

X^XiEi + x^E^ + x^E^ + x^E^y Xi + x^ + x^ + x^^^l, 

einen variablen Punkt. Alsdann stellt das äußere Produkt 

[XA a B /?...] 

einen Punkt oder eine Gerade dar^ je nachdem das letzte 
Element in dem äußeren Produkt eine Ebene oder ein Punkt 
ist. Wird das äußere Produkt vermittelst des Fundamental- 
satzes der regressiven Multiplikation transformiert, so ergibt 
sich ein Ausdruck, der in den Koordinaten Xi homogen und 
vom ersten Grade ist. Demnach stellt ein äußeres Produkt, 
wo der Punkt X m-mal vorkommt, einen homogenen Aus- 
druck m^^ Grades in den Xi dar. 

Um nun die verschiedenen, möglichen äußeren Produkte 
imterscheiden zu können, benutze ich den Begriff der Dimen- 
sion oder, wie Graßmann sagt, den Begriff der Stufe. Erteile 
ich dem Punkt A die Stufe Eins, so hat das äußere Pro- 
dukt \XA\ die Stufe Zwei, die Ebene a die Stufe Drei, das 
äußere Produkt \X.A a] die Stufe Fünf usw. Es genügt 
offenbar die Stufenzahl mod 4 zu nehmen. Demnach werden 
nur äußere Produkte auftreten, deren Stufen = 0, 1, 2, 3 
mod 4 sind. 

Ist die Stufe eines äußeren Produktes gleich Null, 
so enthält es weder die Ei noch ihre äußeren Produkte 
\EiE{\y [EiEkEi\^ es ist eine homogene Funktion n*®'^ Grades, 
wenn dir Punkt X n-mal vorkommt Daher: 
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Ein gleich NiM gesetztes äußeres Produkt, dessen Stufe 
EE Qj mod 4 ist, und welches den Funkt X n-mal enthalt, 
stellt die Gleichung einer vom Punkte X heschri^enen atgebrai- 
sehen Fläche w*®' Ordnung dar. 

Tritt an die Stelle des yariablen Punktes X die variable 
Sbene «• «. <. «. <. 

SO ergibt sich der duale Satz: 

Ein gleich Null gesetztes äußeres Produkt, dessen Stufe 
= 0^ mod 4 isty und welches die Ebene % n-mal enthalt, 
stellt die Gleichu/ng einer von der Ebene § eingehüUten dlgäyrai' 
sehen Fläche n^ Klasse dar. 

und ersetze ich endlich den Punkt X durch die variable 
Gerade %, so kann diese entweder als Verbindung zweier 
Punkte oder als Schnitt zweier Ebenen aufgefaßt werden. 
Alsdann findet man: 

Ein gleich Null gesetztes äußeres Produkt, dessen Stufe 
= 0, mod 4 ist, und welches die Gerade % n-mcd enthalt, 
stellt die Gleichung eines algebraischen Komplexes dar. Dieser 
Komplex ist entweder von derrf^ Ordnung oder von der n^^ Klasse, 
je nachdem die Gerade % die Verbindung zweier Punkte oder der 
Schnitt zweier Ebenen ist. 

Ich gehe nunmehr zu den äußeren Produkten über, deren 
Stufe = 1 oder = 3, mod 4 isi Dieselben lassen sich dar- 
stellen in der Form [PQ q] oder in der Form [^x B]. 
Nun liefert aber der Fundamentalsatz der regressiven Multi- 

plikation |.p^ p] = [Pp]<2-[Öp]P, 

Folglich spaltet sich die Yektorgleichung [PQ 9] = in die 
beiden Gleichungen 

und analog zerfallt die Yektorgleichung [^x 12] == in 

[nE] = 0, [x JB] = 0, 
d. h. , 
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Ein gleich NuU gesetztes äußeres ProduM, dessen Stufe 
= 1 oder ^ 3, mod 4 isty stellt entweder die Gleidiwng 
einer Baumkurve oder einer abtoickdbaren Fläche oder einer 
StraMenJcongruenjs doTj je nachdem das erzeugende Element 
des äußeren ProduMes ein Ptmkt oder eine M>ene oder eine 
Gerade ist. 

Dieses letztere Theorem ist zuerst von Ferdinand Gaspary 
ausgesprochen und bewiesen worden^ während das oben mit- 
geteilte^ welches die Erzeugung der Oberflächen behandelt, 
schon von Hermann Graßmann herrührt. 

142. Gleichung des einschaligen Hyperboloids. — Sei X ein 
beweglicher Punkt und -4, JB, C, D, E, P sechs feste Punkte. 
Ich büde daraus die drei Stäbe [AB], [OD]/ [EF], dann 
stellt [XÄE] die durch den Punkt X und den Stab [ÄE] be- 
stimmte Ebene dar, folglich [XÄJB CD] einen Punkt, 
nämlich den Durchstoßpunkt jener Ebene mit dem Stab [CD]. 
Bezeichne ich nun für den Augenblick diesen Punkt mit P, 
so erkenne ich, daß die Gerade XP die beiden Geraden AB 
und CD trifft. Soll sie auch die Gerade EP treffen, so habe 
ich nur nötig, zu setzen 

[P EF XI = 0, 

woraus, wenn P durch [X AB CD] ersetzt wird, folgt 

[X AB GD EF X\=^0 

als Gleichung des Ortes aller Geraden, welche die drei festen 
Geraden AB, CD, EF ständig schneiden. Dies ist, also die 
Gleichung des einschaligen Hyperboloids mit [-4P], [GD^^ 
[EPli als Erzeugenden. 

Dieselbe läßt sich leicht noch in eine andere Form bringen 
bei Benutzimg der Identität (vgl. Nr. 123) 

[AP BCD] = [ABCD]P - [PBCD]A. 

Dann wird zunächst 

[XAB CD] = [XABG]D^IXABD]C, 

und die in Rede stehende Gleichung nimmt die Gestalt an 
- [XABC][XDEFi + [XABD][XCEF] = 0. 
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Da die äußeren Produkte [XÄBG],.,.IXGEF] Determinanten 
sind^ so ist hiermit die Gleichung des Hyperboloids in jene 
Form gebracht^ wie sie gewöhnlich in der analytischen Geo- 
metrie benutzt wird. 

Ich will die Gleichung des betrachteten Hyperboloids der 
Kürze halber schreiben in der Form 

$ = 0, 
so daß also 

$ [XÄBC] [XDEF] + [XÄSD] [XGEF] 

gesetzt ist. 

Yertansche ich jetzt die Punkte B nnd C, so erhalte ich 
ein zweites Hyperboloid 

^i=[X ÄC BD EF X} = 0, 

welches mit dem Hyperboloid ^ die Erzeugende [EF] ge- 
meinsam hat. Und es wird 

$1= [XABCf][XDEF] + [XÄCD][XBEF]. 

Zwischen den Determinanten, die in ^ nnd ^^ vorkommen, 
besteht nun eine einfache Identität, die aas der bekannten 
Punktgleichnng 

[XBCD]Ä - [XCDÄ]B + IXDAB]C - [XÄBCßD 

= [ÄBCD]X 

fließt, wenn dieselbe mit [XEF] äußerlich multipliziert wird, 
nämlich 

[XBCD][XÄEF] - [XCDA][XBEF]+IXDÄE][XCEF] 

- [XäBG][XDEF\=0. 

Führe ich noch die Abkürzungen ein 

[XBCU][XÄEF] = ^, [XDÄB\[XCEF] = F, 

[XCDÄ]IXBEF]==B, [XÄBC][XDEF] = J, 

so nimmt die Identität die Form an 

A-B + r-d = 0. 

Jahnke, Yorlerangen Aber die Yektorenzeclmiug. 13 
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Die Ausdrücke ^ und $^ schreiben sich hiemach ein- 
facher so ^ = r-J, §i = B + ^. 
Durch Multiplikation folgt 

§$i=Br-^(B-r+^), 

eine Identität, die bereits von Gayley (Lond. Math. Soc. 4, 21) 
aufgefunden worden ist. 

Dieselbe läßt sich noch umformen, wenn ich die Identität 

quadriere, so daß 

2Br- 2A^ = B*+ r«- ^«- ^ 

wird. Alsdann ergibt sich 

2^§i= B»+ r^- ^«- j\ 

148. Übwngen. — 1) Die Gleichungen der Hyperboloide, 
welche bei den Göpelschen Tetraedern auftreten (vgl. Nr. 189), 

sind [X A^B, A^B, A^B, XI = 0, 

[X A^B, A^B, A,B^ X] = 0, 

[X A^B^ A^B^ A^B, X] = 0, 

[X A^B^ A,B, A^B, X] = 0; 

skalar umgesetzt mit 
xX= x^E^ + x^E^ + x^E^ + x^E^j oo = Xi + X2 + x^+ x^ 

erhalten sie die Form: 

+ «l(«4*- «8*) (^a^ + ^^0:4) « 0, 

+ 03(02* - Ol*) (aj^ai + x^xj = 0. 
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Diese Gleichungen erlauben eine merkwürdige Zerlegung; die 
ich ebenfalls mitteilen will, wobei ich mich auf das erste der 
Hyperboloide beschränke: 

(Og*- «4 «ja;, + {cci «4-0, cCf^)Xj^ + (a,«^ - aj aJ^)x^ cc^x^ - a^^x^ 

und endlich läßt sich diese Gleichung noch in die elegante 
Form bringen 

*^2 "^S "T »^1 ^4 ^ ^8 ^4 
— (a?8^1+^2^4) ^4«2 «8 =0. 
•^l*^ "T" ^8^4 ^^4 ^ 

2) Zu beweisen; daß die vier Hyperboloide der vorstehenden 
Übung denselben Mittelpunkt besitzen, und daß dieser Mittel- 
pimkt in den Schwerpunkt des Bezugstetraeders fällt. Dabei 
ist vorausgesetzt; daß die Koeffizienten cc^yCc^fCc^^a^ voneinander 
verschieden sind. 

144. Sätze Cremonas über die lettische Mawmkwrve, — 
Die Baumkurve dritter Ordnung wird von jeder Ebene in drei 
Punkten getroffen. D|«mnach ist jede durch sie hindurch- 
gelegte EegelflächC; deren Spitze auf der Baumkurve liegt; 
von der zweiten Ordnung; denn jede durch die Spitze gehende 
Ebene schneidet sie nur längs zweier Leitlimen. Ich betrachte 
nun sieben Punkte der Baumkurve; die ich bezeichne mit 
Xj A, B, C, D; E, F, einen variablen und sechs feste Punkte. 
Dann büden die Stäbe [XA], [XE], [XC], [ZD], [XE], 
[XF] sechs Leitlinien einer Kegelfläche zweiter Ordnung. Da- 
her liegen die sechs Punkte Ä\ B\ C\ D\ E\ F, in denen 
diese Leitlinien von einer Ebene geschnitten werden, auf einem 
Kegelschnitt. Daraus folgt nach dem Satze des Pascal 

[Ä'B' D'E' -B'C E'F' CD' FA'] = 0; 



oder wenn 



gesetzt wird; 



[A'B' D'E']^P\ 
[B'C FI '] = Q\ 
[CD' F'A'] = R' 

[P'e'i?'] = 0. 



13* 



196 Sechzehntes Kapitel. Oberflächen und Eamnkarven. 

Diese öleichung bringt zum Ausdruck^ daß die drei Punkte 
P', Q', IC auf einer Geraden g liegen. Lege ich durch den 
Punkt X und die Gerade g eine Ebene |; so liegen die vier 
Punkte X, P\ Q\ IC in der Ebene |, diese enthalt also 
die drei Geraden [XP'], [Z^'], [ZE']. Anderseits Hegt P' 
auf [^'JB'] und \I)'E% oder [XP'] Hegt in den beiden 
Ebenen [X^'P'] und [XD'JS']. Da nun diese Ebenen mit 
den Ebenen [X^P] und \XBE\ zusammenfallen, so ist die 
Gerade [XP'] der Durchschnitt dieser beiden Ebenen, d. h. 

[XP'] = [X^P XDE], 

[XÖ'] = [XPC XEFl 

[XP'] = [XCP XP^]. 

Da die Geraden [XP'], [X^'], [XP'] der Ebene | angehören, 
so erhalt man den Satz: 

Legt man durch einen Punkt X einer Jeubischen Baumhirve 
und durch die Seiten eines dieser Kurve eingeschriebenen Sechs- 
ecks sechs Ebenen^ so liegen die drei Durchschnittslinien je zweier 
Gegenebenen in einer Ebene |, welcher auch der Ptmkt X 
abgehört. 

Der Durchschnitt der beiden Ebenen [XÄB], [^DE] 
trifft die Geraden [-4P] und [DE], d. h. er geht durch die 
Punkte [XÄB DE\ und \XDE AB\ Setze ich also 

[XAB DE]=^L, [XDE ÄB] = L', 

[XBC EF] = M', IXEF BC]=^M, 

[XCD FÄ'] = N, [XFÄ CDI^N'y 
so wird 

[XP'] = [Xi'], \XQ^-\=^[MM% \XB^-\ = \NN% 

woraus, weü doch die Geraden [XP'], [X^'], [XP'] der 
Ebene | angehören und sich in X schneiden, folgt 

[LV MW NN'] = 0, 
d.h. 

Legt man durch einen Punkt X einer kubischen Bmmkurve 

und durch jede Seite eines ihr eingeschriebenen Sechsedcs eine 
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Ebene, welche die Gegenseite schneidet, so ergeben sich sechs 
SchnittpwifJde: diese liegen in einer Ebene und bilden ein 
BrianchonscAes Sechseck, dessen BrianchonscÄer Punkt X ist 
(vgl. F. Caspary, Sur las cnbiques gauches. Darboux, Bull. 
(2) 11, 222—236, 1887). 

145. Die ChaslesscÄe Fläche. — Als Chaslessche Flache 
bezeichne ich den geometrischen Ort der Spitzen aller Kegel 
zweiter Ordnung, welche durch sechs gegebene Punkte gehen. 
Nenne ich diese A, B, C, D, E, F und die variable Spitze X, 
so folgt aus den Darlegungen der vorigen Nummer, daß die 
sieben Punkte L, M\ N, L\ M, IT, Xm einer Ebene liegen. 
Wähle ich von diesen außer X noch drei beliebig aus, so 
hat man \X V M 2r\ = oder 

\XDE AB XEF BG XCD FAX] = 

als Gleichung der Ghasles sehen Fläche (vgl. die oben zitierte 

Abhandlung Casparys). 

Aus dieser Gleichung kann man unmittelbar eine Er- 
zeugung der Fläche ablesen, nämlich diese: 

Legt man durch die sechs Seiten eines räumlichen Sechsecks 
und einen variablen PufiJct sechs Ebenen, bestimmt deren Dwrchr 
schnitte mit den Gegenseiten und wnterwvrft den variablen Punkt 
der Bedingung, mit drei bdiebigen dieser sechs Schnittpunkte in 
einer Ebene zu bleiben, so beschreibt der variable Punkt die 
ChaslesscÄö Fläche. 

Die Gleichung der Fläche läßt sich noch in bemerkens- 
werter Weise umformen. Man hat nämlich unter Anwendung 
des Fundamentalsatzes der regressiven Multiplikation 

V = \XABE\B - \XBDE\A, 

M = \XBEF] C - [XCEF]B, 

N=[XCDF]A - [XACD]F. 

Dann nimmt die Gleichung der Fläche zunächst die Ge^ 
stalt an: 

[XABC] [XADE] [XBEF] [XCDF] « [XACB]%, 
wo 
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« = [XÄBB] [XBEF] [XBCF] 

- [XBDE] [XBEF] [XÄGF] 

+ [XBBE] [XCEF] [XABF] 

gesetzt ist. Nun ist nach der Momentenformel 

[XBCE] F - [XBCF] E + [XBEF] C - [XCEF] B 

+ [BCEF] X = 0, 

woraus dnrch äußere Multiplikation mit [XAF]: 

[XBCF][XAEF] - [XBEF][XÄCF] 

+ [XCEF] [XABF] = 

folgt. Benutze ich diese Relation, so wandelt sich ^ um in 

91 = [XBCF]{[XADE] [XBEF] - [XBBE] [XAEF])- 

Wende ich noch einmal die Momentenformel aa, so fließt 
aus ihr auf ähnlichem Wege wie ehen 

[XADE] [XBEF] - [XBBE] [XAEF] 

- [XABE] [XBEF] = 0. 
Dann finde ich endlich 

% = [XBCF] [XABE] [XBEF]. 
Hiemach erhält die Gleichung der Ghaslesschen Fläche die Form 
[XABC] [XADE] [XBEF] [XCBF] 
- [XACD] [XBCF] [XABE] [XBEF] = 0. 

Dabei sind die Faktoren nichts anderes als Determinanten 
vierter Ordnung; z. B. bedeutet \_XABG] die Determinante 

X, A, B, C, 

Xg A^ JDg C/g 

^3 -^8 ^8 ^8 



^4 A, B, C 



4 



WO Äiy Bi, Cij Di, Xi (i = 1, 2, 3, 4) die homogenen Koor- 
dinaten der Punkte Ä, B, C, D, X bezeichnen. 

Ich will noch mit einem Wort auf den Zusammenhang 
der Ghaslesschen Fläche mit der Theorie der Thetafunktionen 
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von zwei Argumenten liinweisen. Wie zuerst Herr Schottky 
gefunden hat; lassen sich die Koordinaten der Fläche als Produkte 
von vier Thetas darstellen^ von denen d/rei wngerade sind. Gas- 
pary fand aUdann eine zweite, wesentiich verechiedene Dar- 
Stellung; er zeigte, daß sich ihre Koordinaten durch die Produkte 
von drei Thetas ausdrücken lassen, wobei nur eme ungerade 
Punktion vorkommt (vgl. D arb oux Bull. (2) 15, 308—317, 1891). 

146. Die BauerscÄe Fläche, — Ich will noch eine 
Anwendung des Graßmannschen Satzes, der sich auf die Er- 
zeugung der Oberflächen bezieht, geben. Die geometrische Er- 
zeugung der Bauerschen Fläche (Münchner Sitzungsber. 18, 
337—354, 1888) ist geknüpft an zwei Tetraeder A^Ä^A^A^ 
und B^B^B^B^, Treffen die vier von einem Punkte X aus- 
gehenden Strahlen X^, X^, Xj^, "KA^ die entsprechenden 
Ebenen des zweiten Tetraeders in Punkten Q^, Q^, Q^, Q^ und 
liegen diese in einer Ebene, so beschreibt der PniJit X die 
in Rede stehende Fläche. Nenne ich die Seitenebenen der 
beiden Yektortetraeder «^, o^, a,, a^; ß^, ß^, ß^, ß^, so lassen 
sich die Punkte Qi, wenn ich von ihren Gewichten absehe, 
wie folgt darstellen: 

Qi^[XAi ßi] (» = 1,2,8,4). 

Die Bedingung dafür, daß Q^, Q^, Q^, Q^ komplanar liegen, 
lautet 

demnach ergibt sich als Gleichung der Bauerschen Fläche 

[XA, ß, XA^ ß, XA, ß, XA^ ß^-0, 

d. h. die Fläche ist von der vierten Ordnung. Ihre Eigen- 
schaften kann ich unmittelbar ablesen, wenn ich die Gleichung 
vermittelst des Fundamentalsatzes der regressiven Multiplikation 
umforme. Es ist nämlich 

[XAi ßi]^[Xß,]Ai-[Aiß,-]X. 

Werden diese vier Ausdrücke äußerlich miteinander mul- 
tipliziert, so ergibt sich 
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oder wenn 
gesetzt wird: 

= [A^A^A^A^. 

Diese Gleichungsform läßt unmittelbar eine Beihe von 
Eigenschaften der Bau er sehen Fläche hervortreten. Die Glei- 
chung ist identisch erfoUt^ wenn der Punkt X auf einer der 
Kanten des Tetraeders (B) liegt; demnach enthält die Fläche 
die sechs Kanten des Tetraeders {B), und die Ecken desselben 
sind Knotenpunkte der Fläche. Die Gleichung ist weiter 
identisch erfOllt^ wenn X gleichzeitig dreien der Seitenflächen 
des Tetraeders {A) angehört^ wenn also X in die Ecken A4 fällte 
denn es ist doch 

Demnach enthält die Bauersche Fläche auch die Ecken des 
(-4) -Tetraeders. 

Betrachte ich femer die Spuren [«,- jJJ (* = i, 2, 3, 4), so 
zeigt sich die Gleichung identisch erfüllt^ wenn der Punkt X 
einer dieser Schnittgeraden angehört^ d. h. die Fläche enthält 
noch vier weitere Geraden^ nämlich die Durchschnitte ent- 
sprechender Tetraederseiten [«,- /JJ. 

Demnach besitzt die gesuchte Fläche vierter Ordnung die 

vier Knotenpunkte [ß^ß.ß^, [ßsß^ßil IßJM, [ßiß^ßs] ^d die 
zehn Geraden [ß,ß,l [ß,ß,l [ftft], [ßj,l [ß.ß^], [ftjJJ, 

KW, [«2Ä], [^3ß,l [«4/J4]. 

147. JEine EaumJcurve vierten Grades und erster Spezies, — 
Ich will nunmehr auch von dem Casparyschen Theorem, 
welches die Erzeugung der Raumkurven behandelt, eine ein- 
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fache Anwendung beibringen. leb gebe aus von der Vektor- 
gleichong [ZOittjOs Xli,li,B, X1 = 0, 

WO o^y O^; tts; iu^^f^s ^^^^® Geraden im Baum bedeuten. Das 
äußere Produkt linker Hand bat eine Stufenzabl = 3; mod 4. 
Diese Gleicbung zerföUt gemäß den Überlegungen der Nr. 141 
in die beiden Gleichungen 

[Z 0, 0, «, X| = 0, [ZiA*»^ = 0, 

und diese stellen^ wie aus Nr. 142 hervorgeht, einschalige 
Hyperboloide dar^ deren Erzeugende a^; ttg» Qg bzw. (j, i^f ^9 
sind. Nun schneiden sich zwei Flächen zweiten Grades im 
allgememen in einer EaumWe vierten Grades nnd erster 
SpezieS; demnach defimert die Yektorgleichung 

eine Baumkurve vierten Grades und erster Spezies und spricht 
folgende Erzeugung derselben aus: 

Schneiden die Schenkel eines Winkels je drei beliebige Ge- 
raden, so heschreibt der Scheitel des Winkels eine Baumkwrve 
vierten Grades tmd erster Spezies, für welche — wie ich gleich 
hinzufügen kann — sämtliche sechs Geraden Sekanten sind. 

Nun erinnere ich an die Erzeugung^ welche die Gleichung 

[Z 0,0,03 ^ = 

für das einschalige Hyperboloid ausspricht. Sind drei beliebige 
windschiefe Geraden gegeben^ so wird diese BiCgelfläche von 
einem Punkt X beschrieben^ dessen Bewegung an folgende 
Bedingung geknüpft ist: Lege ich durch ihn und die erste 
Gerade eine Ebene^ welche die zweite in einem Punkt Q 
trifft; so muß die Ebene, welche durch Q und die dritte Gerade 
hindurchgeht, wieder den variablen Punkt enthalten. 

Aus dieser Erzeugung folgt, daß ich die Gleichung des- 
selben Hyperboloids auch in folgenden Formen schreiben kann: 

[Zo, X«, tt,] = 0, 

oder 

oder ^^ ^ 

[Zu, Z«i ii,] = 0. 
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Da die entspredienden Überlegungen auch für die andere 
Oleichung [X tiÜs^^s ^ "^ gelten , so ergibt sich der Satz: 
Seien zwei Systeme von je drei Geraden gegeben. Legt ma/n 
durch einen Pwnid X des Baumes und durch je zwei Geraden 
des einen wie des andern Systems Ebenen^ und schneidet die 
Spar dieser Ebenen jedesmal die zugehörige dritte Gerade j so be- 
schreibt der Funkt X eine Raumkurve vierten Grades und erster 
Spezies y fü/r wdche sämtliche sechs Geraden Sekanten sind. 

148. JEine Raumkurve neunten Grades. — Ich gehe ans 
von der Vektorgleichung 

[X^«i XA^a^ XÄ,a, XB^ß^ XB,ß^ XB^ß^ C] = 0, 

wo A^, A^, Ä^, B^y B2, Bq, C feste Punkte und ct^, e^, o^; 
ßu ßif ßs ^^^^^ Ebenen bedeuten. Da die Stufenzahl des Pro- 
dukts linker Hand = 3^ mod 4 ist^ stellt die Gleichung eine 
Baumkurve dar. Um deren Grad zu finden^ zerfalle ich die 
Gleichung gemäß den allgemeinen Überlegungen der Nr. 141 
in die beiden Gleichungen 

[XA^a^ XA2a2 XA^a^ (7] == 0, 

\XB,ß^ XB,ß, XB,ß, C] = 0, 

und diese stellen Flächen dritten Grades dar. Ihr Schnitt ist 
eine Kurve neunten Grades. Demnach ergibt sich: 

Bewegen sich zwei veränderliche Tetraeder mit gemeinsamer 
Spitze Xy so daß sich ihre Grundflächen um denselben, die sechs 
von X auslaufenden Kanten um verschiedene feste Punkte drehen^ 
während die sechs Ecken der Gru/ndflächen in festen Ebenen 
liegen^ alsdann beschreibt die gemeinsame Spitze eine Kurve 
neunten Grades. 

Diese Kurve ist übrigens — wie hinzugefügt werden 
mag — eine allgemeine Kurve neunten Grades^ da jene Glei- 
chungen aUgemeine Flächen dritten Grades repräsentieren. 
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Yektordifferentiation mit Anwendungen auf die Mechanik 
des starren Korpers und die Elektrizitätslehre. 

149. Differenticü von Punkt wnd Vekt&r, — Denke ich mir 
den freien Vektor A = Ä — E veränderlich und um den Punkt E 
gedreht, so möge er in eine neue Lage a'=-4.'~^ kommen. 
Alsdann stellt der Vektor a' -- a = -4.' ~ J. die Änderung dar, 
welche a bei der Drehung erfahren hat (Fig. 31). Wird diese 
Änderung unendlich klein, so daß ich ^ 

a' — a=da setzen kann, so erkenne ich, 
daß das Differential eines freien Vektors 
wieder einen freien Vektor darstellt In rigsi. 

der neuen Lage ist der Vektor gleich a + da geworden. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Bedeutung des Differen- 
tials eines TmJctes. Denn da a = -4. — iJ, wo jB relativ zu A 
fest gedacht ist, so wird — wnter Beibehaltimg der ZHfferentiations- 
regel für Summen — da = dÄ. Linker Hand steht ein freier 
Vektor, demnach muß das Differential eines Ptmktes ebenfalls 
einen freien Vektor darstellen. 

Bei weiterer Differentiation ergibt sich, daß auch die 
höheren Differentiale eines freien Vektors und eines Punktes 
wieder freie Vektoren darstellen. 

Da also das Differential eines Punktes sowohl wie das Diffe- 
rential eines Vektors zu Vektoren führen, kann ich, wo es mir 
passend erscheint, die beiden Differentiale durcheinander ersetzen. 

Um die Gesetze der Vektordifferentiation zu gewinnen, 
knüpfe ich an die kartesische Darstellung eines Vektors an: 

a = dj e^ + ötg e2 + a^^^y 

wo a^, a^y a^ skalare, aber veränderliche Größen, e^, e^, e^ 
unveränderliche Einheitsvektoren bedeuten. Ich differentiiere 
die Gleichung und erhalte 

d!a = e^da^+ egdoj-f %da^. 



204 Siebzehntes Kapitel. Yektordifferentiation. 

150. Differential von innerem und äußerem Produkt. — 
Ich untersnclie weiter, wie sich das innere und wie sich das 
äußere Produkt zweier freier Vektoren gegen Differentiation 
verhalten y um festzustellen, in welchen Grenzen die Multipli- 
kationsregehi der Differentiation erhalten bleiben. 

Nehme ich zunächst das innere Produkt, so ist nach Nr. 67: 

a|l) = «161+ 02^2+0^3^8^ 

folgUch, da rechter Hand nur skalare Größen stehen: 

d[a I M] = {a^d\ + (h^h + 0^3^63) + (b^da^ + h^dci^ + 63^03), 

also ergibt sich die Vorschrift 

e;[a|b] =:a|äb + b{e2a, 

insbesondere, wenn 1) = a gewählt wird: 

ä[a{a] ==» 2a{da. 

Für das äußere Produkt zweier freier Vektoren benutze 
ich die Formel aus Nr. 69 

ab = (0^63 - a^\) 1 61 + (a3&i - aj)^) \ e>^ + {a^\ - a^l^ \ 63, 

deren Differentiation liefert 

ö![ab] = [a db] + [(?a b], 

d.h. das Differential eines Bivektors ist wieder ein Bivektor. 
Und hier ist die Beihenfolge wohl zu beachten, während sie 
bei der Differentiation skalarer Produkte gleichgültig ist. 
Bei weiterer Differentiation ergibt sich offenbar 

d« [a I b]= a I ci^b + 2da 1 db + b I d^a, 
d2[ab]=[a d»b] + [c?«a b] usw. 

Die vorstehenden Betrachtungen zusammenfassend, kann 
ich sagen: Vektor und Bivektor hehälten bei der Differentiation 
ihren Charakter bei, wohingegen der Ptmkt durch Differentiation 
in einen freien Vdctor übergeht Bei der Differerdioition des 
äußeren, Produktes zweier freier Vektoren, ist die Beihenfolge der 
Faktoren von Bedeutung. 
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151. Übungen- — 1) Zu beweisen, daß das Differential der 
Ergänzung eines Vektors gleich der Er^Lnzung des Vektor« 
differentials ist: (2 1 a =:= | dB,. 

2) Was wird ans dem gebtmdenen Vektor bei der Differen- 
tiation? Jeder gebundene Vektor oder Stab läßt sich dar- 
stellen in der Form eines äußeren Produktes zwischen Punkt 
und freiem Vektor, etwa [^a] = ü. Dann wird 

dti = \E da] + [d^ a], 

d. h. das Differential eines Stabes setzt sich aus einem Stab 
und einem freien Bivektor zusammen, stellt also eine Schraube 
dar. Eine zweite Darstellung ergibt sich, wenn ich den ge- 
bundenen Vektor als äußeres Produkt zweier Punkte auffasse 

dti = \E^ dE^'\ + [dE^ E;\. 

3) Es ist zu beweisen, daß die Differentiale (2 6^, äCg, de^ 
Vektoren darstellen, die auf den Vektoren e^ bzw. Cg, ©3 senk- 
recht stehen. 

4) Zu beweisen, daß die Einheitsvektoren folgenden 
Differentialidentitäten genügen: 

^©1 = [^8 1 ^©i] ®s - [^1 1 öfej ©2, 

d©2 «= [©1 1 dea]©! — [62 1 flf©8]©8, 

dOg «= [©2 1 d©8]©2 — [©3 1 d©J©i. 

Wie lauten die entsprechenden Identitäten im yierdimensionalen 
Raum? (Vgl. Leipziger Akademieberichte 1900, 147.) 

152. Die DifferentialidenUtät erster Ordnung^ wdcJie ein 
Fddvektor zu befriedigen hat — Ändert sich ein Vektor in 
einem gewissen Bereiche stetig mit dem Orte, so nennt man 
den Bereich das Fdd des Vektors und spricht von einem 
Fddvektor. 

Von einem festen Punkte denke' ich mir zwei Koordi- 
natensysteme ausgehend, das eine im Baume fest, das andere 
um beweglich, und einen Vektor, der, auf das feste System 
bezogen, mit j, im beweglichen System mit i bezeichnet 
werden möge. Die Veränderung, welche der Vektor in der 
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Zeit dt erleidet; werde dj bzw. di genannt, je nachdem sie 
im festen oder beweglichen System gemessen wird. Auf den 
Achsen des beweglichen Systems seien die Einheitsvektoren 
^u ^2> % abgetragen; und es sei 

1 = *j e^ + «2 ^2 + ^ ®3> 

wo ii, ig; ^3; 6]; Ogy 63 Yon den Variablen t^, ^; . . . abhangen. 
Ich beschränke die Betrachtung zunächst auf den Fall einer 
Variablen. 

Dann setzt sich die vektorielle Änderung ^ zusammen 

aus der vektoriellen Veränderung ^; bezogen auf die beweg- 
lichen Einheitsvektoren; und aus der vektoriellen Veränderung 
des beweglichen Systems, welche ^^^ch i^-^ + i^-^ + tj-^ 

dargestellt werden kann. Und es entsteht die Relation 

di di . de^ , . de, , . de, 

di'~'Tt'' ^^~dt "^ ^'dt ■*" *» d7' 

Es kommt jetzt darauf aU; DifiFerentialbeziehungen zwischen 
den e^; %, % abzuleiten. 

Ich weiß; daß die Differentiale de^, de^, de^ Vektoren 
darstellen. Dieselben müssen sich daher vermittelst der Ein- 
heitsvektoren linear ausdrücken lassen. Ich kann also ansetzen 

dei = Xi^i + y.ej -I- jef.eg (i- 1, 2, 3). 

Um die unbekannten Koeffizienten auszuwerten; benutze ich 
die Orthogonalitätsbeziehungen 

e^ I e,. = 1; e,. | e* = 0; (i,Ä;=i,2,3; i^k), 

aus denen durch Differentiation folgt 

e^ I dQi = 0; e.- 1 de* + e* | det = 0. 

Multipliziere ich hiemach jede der drei Ausgangsgleichungen 
innerlich mit e^; e^, %, so finde ich 

x^= ©il^eg, 2/2= ; £}2 = — e^\de^y 
^8 = — ^8l^öi; ^3= egldeg, ;ef3= 0. 



I 
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Also bestehen zwischen den Einheitsvektoren folgende Diffe- 
rentialidentitäten 

^ = 2e3-re„ 



dt 



re^-pe^, 



wenn 

^0^ = 621^63, qdt = e^\de^, rdt^e^lde^ 

gesetzt wird. 

Diese Differentialidentitäten lassen sich nun in bemerkens- 
werter Weise zusammenziehen. Zu dem Zweck führe ich 
einen neuen Vektor ein 

u=|?ei-f ge^-f reg, 

dann überzeugt man sich sofort ^ daß sich d^i ausdrücken läßt 
in der Form der Er^nzung des äußeren Produktes e^U; so 

daß ich schreiben kann 

de. 

-^ = |e,.u (* = 1,2,3). 

Führe ich diese Differentialbeziehungen in den Ausdruck für 

di d\ . •! 1^ • 1 

^ — ^ ein, so ergibt sich 

di_di_ . 
dt dt ~~ *i 



e^m- «2 i ©2^ + «3 i ®3ll = I Pi®i + h^2 + h% 11] 



oder di_di_,. 

dt dt'^^^^' 

und das ist die gesuchte Differentialrelation^ der ein beliebiger 
Vektor zu genügen hat, wenn er von der einen Variablen t 
abhängt. Da es eine Relation zwischen drei Vektoren des 
Raumes ist, so liest man unmittelbar aus ihr ab, daß die 

Vektoren Ti' 57' | ^^ ^^^ parallel zu ein und derselben Ebene 
liegen. 
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Ist der Feldvektor eine Fonktion von mehreren Variablen 
h} ^p ' • 'f s^ ^^^ ^^ System solcher Delationen auf: 

und wird noch 

gesetzt^ so lassen sich dieselben zusammenfassen in die eine 
Identität 

di — dj = I in. 

158. GescIvmndigkeUS' und BescJdeunigtmgsvektor, Impuls- 
und Kraftvektor, — Das Differential eines Punktes stellt die 
Lagenänderung dar, die der materielle Punkt im Zeitelement 

erfahren hat. Ich kann daher -jr als die Geschwindigkeit des 

Punktes P nach Gh*öße; Richtung und Sinn deuten. Bezeichnet 
weiter E einen Punkt, der relativ zum Punkte P in Buhe 
bleibt, so ist dP = d(P — E) = dr, wo r den Radiusvektor^ 
gezogen vom festen Punkte E nach einem Punkte der Bahn, 

bezeichnet. Demnach kann ich die Geschwindigkeit von P 

dr 
vektoriell auch durch ^ = v darstellen. Der zugehörige Im- 
pulsvektor wird . erhalten, wenn ich den Geschwindigkeits- 
vektor mit der Masse m des Punktes multipliziere, ist also 
gleich mv. 

In gleicher Weise erkenne ich, daß die Beschleunigung 

d^JP " d*T dY 

des Punktes P sowohl durch -^ry als auch durch ^ = -^ 

ausgedrückt werden kann. Für die kinetische Kraft als Ursache 

dieser Beschleunigung erhalte ich dann die Darstellung 

d^P d^T dT 

vn-yrr oder m-jri = fn-j2> wenn der Punkt P mit der Masse m 
dt^ dt* dt 

belegt ist. 
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winke! bezeiclmet. Da nun 3- ==" ~' gleich der ersten Erümmung, 
so wird der numerische Wert von ^ durch — angegeben. Be- 
zeichnet noch n einen zur Hauptnormale parallelen Einheits- 
vektor; so ergibt sich die Beziehung 

<?T_£/^\2 d*s . 

dt "" Q\Si)^'^di^^ 

Der Beschleunigungsyektor jeder Bewegung laßt sich also in 
die Summe zweier Vektoren zerlegen^ die aufeinander senkrecht 
stehen. Der eine weist parallel zur Hauptnormale der Bahn^ 
imd zwar nach dem Erümmungsmittelpunkt hin und ist seinem 

numerischen Wert nach gleich — ( ^ j ; d. i. gleich dem Quadrat 

der Geschwindigkeit multipliziert mit der Krümmung; der 
zweite ist der Bahntangente parallel^ und sein Betrag ist gleich 

jT^y d. i. gleich der Beschleunigung in der Bahn. 

Demnach kann eine gegebene Bewegung stets durch das 

d*8 
Zusammenwirken einer Tangentialkraft = m -^ und einer 

Normal- oder ZenWpetalkraft = f (^)^ erzeugt werden. 

Für ebene Kurven ist n = 1 1, daher 

dj d^Sj.l /ds\* 



*+i©H 



dt dt* ^ Q 

155. I/in spezieller Fall der Bewegimg eines starren Systems 
von zwei Freiheitsgraden. — Eine Fläche habe die Krümmungs- 
linien 

u = const; V = const. 

Dann betrachte ich in dem Flächenpunkt M an Stelle des 
starren Systems das Dreikant; gebildet aus den beiden Tan- 
genten; die sich in Jf an die Krümmungslinien ziehen lassen, 
und aus der Flächennormale. Da diese Kanten aufeinander 
senkrecht stehen, kann ich sie als Vektoren des Systems 
(e^; 62; 65) auffassen. Und zwar denke ich mir e^; 62 auf der 
Tangente, die in Jf an die Krümmungslinien v = const bzw. 
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u == const gezogen sind; und e, auf der Flächennormale ab- 
getragen. 

Die Geschwindigkeit, womit sich M in der Krümmungs- 
linie V = const entlang bewegt, wird dargestellt durch den 

Vektor -^— ^ und dieser hat offenbar die Richtung des Einheits- 
vektors e^; ebenso ist der Geschwindigkeitsvektor -^ — parallel 
zu e^, demnach kann ich setzen 

dM_^ dM _ ^ 

wo I; 71^ Translationskomponenten des starren Systems bedeuten. 

Der Schnittpunkt der zu M gehörigen Flächennormale 
mit ihren benachbarten Normalen läßt sich darstellen in der 
Form M-\- Q%y wo q den ersten Hauptkrümmungsradius be- 
zeichnet. Lasse ich nun bloß u yariieren, so bewegt sich der 
Schnittpunkt mit einer Geschwindigkeit, deren Richtui^ in 
die Normale fällt. Diese Geschwindigkeit ist mit Rücksicht 
auf Nr. 152 

Folglich muß sein: 

1-92 = 0, p = 0. 

Entsprechend liefert die Erümmungslinie m => const 

wo Qi den zweiten Hauptkrümmungsradius bedeutet. Beide 
Hauptkrümmungsradien bestimmen sich aus den beiden Be- 
dingungsgleichungen 1 — 92 = und % + QiPi = 0. Dabei 
bedeuten p,i]Px)2i Rotationskomponenten des starren Systems. 

Hiernach gewinne ich die DifiPerentialrelationen zwischen 
den Translations- und Rotationskomponenten einmal^ indem ich 

zum Ausdruck brinire, daß ^ ^ = q q > das andere Mal, in- 
^^"^ '^^ d^Tdi ^ äTäS absetze. 

14* 
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Die erstere Identität liefert 

oder 

5^01+1(21^8-^162) = -^62 + i?i(rei-i)e3), 

woraus wegen p = 0, 2i = 0: 

Aus der anderen Identität erhalte ich 

g^ (2 63 - reg) g^ {r^ e,), 



oder 



öt;^ 1-' du 

^(2«i) =-^(i'ie»), 



2l'ie!+ «j|f - '■(»•161 -i»!«») - «j|^ '*i*"«i- ««^^ 

o r\ O 

»•iCä«« - »"«s) + «1 -^ + l>i 2«i - e» -^ =» - fri e, + e^ -^, 

woraus 

^ __ dfi^ dq dpy^ 

Die gefundenen Differentialrelationen sind als spezielle Fälle 
in den Relationen enthalten^ welche Kirchhoff und Darboux 
zwischen den Translations- und Botationskomponenten einea 
starren Systems ; dessen Bewegung von zwei Parametern ab- 
hängt; aufgestellt haben (Kirchhoff, Vorlesungen über mathe- 
matische Physik; 4. und 5. Vorlesung; DarbouX; Theorie generale 
des surfaceS; I, 49, 66, und Lelieuvre, Nouv. Ann. (4) 4, 309 
bis 313). 
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156. Die kinematische Grundgleidmng für den starren 
Körper. — Die in Nr. 152 entwickelten Differentialrelationen 
spielen sowohl in der Flachentheorie wie in der Mechanik 
eine fundamentale Bolle. Ich will von ihnen eine einfache 
Anwendung auf die Kinematik des starren Körpers machen. 
Ich betrachte die Bewegung eines starren Korpers in bezug 
auf ein im Baume festers'ystem mit dem N^punkt unf 
denke mir mit dem Korper fest verbunden ein zweites System^ 
dessen Nullpunkt in den Schwerpunkt S des Körpers Mle^ 
und auf dessen Achsen die Einheitsvektoren e^; e^, e^ liegen 
mögen. P sei ein Punkt des Körpers, 

p^O^Q, /g-P = r, S-O-B, 

dann ist 

dQ dn dr 

* "^ * ^^ dt^ dt dt' 
Anderseits kann ich ansetzen 

wo X, y, z Konstante sind und e^, e^, e, von der Zeit ab- 
hängen. Aus der Differentialidentitat in 1^ 
Nr. 152 finde ich daher 

dt 
Demnach folgt 

oder 



ru. 



^® 



Hier stellt y => -^ die Geschwindigkeit eines Körperpunktes in 

bezug auf das feste System dar, ▼o ™ ^ ^^® Geschwindigkeit 

des Körperschwerpunktes bezogen auf das feste System, d. i. die 
Translationsgeschwindigkeity und | r n die Botationsgeschwindig- 
keit, deren Bichtung durch die Festsetzung bestimmt ist, daß 
das System \ur, u, r einem Bechtssystem entspricht (Fig. 32). 
Das ist die hinemaüsdw Girundgleidyu/ng für die allgemeinste 
Bewegung des sta^rren K&rpers, 
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157. Die gewohnlichen Wwrfgesetze. — Bei dem Wurf im 
luftleeren Raum ist die Ursache der Bewegungsänderung die 
Erdschwere, deren Wirkung, d. i. die Beschleunigung, durch 
den Vektor g gemessen werde. Bezeichnet r die Strecke^ 
welche von einem festen Punkt nach dem beweglichen Massen- 
punkt gezogen ist, so ist diese Beschleunigung gleich ^, demnach 
»-teht di, Gkiok^g g-«. M di, Wi,k»g, 1,0 die 
Strecke g, konstant, so folgt durch Integration unmittelbar 

f^ = C+g^, T=^h + tt + \st\ 

WO b, C willkürliche konstante Strecken, b die Anfangsgeschwin- 
digkeit, C den Anfangswert von r bezeichnen. Die letzte 
Oleichung sagt aus, daß die drei Vektoren r — b, C und g 
einer und derselben Ebene parallel sind. Die Bewegung ver- 
läuft also in einer Ebene und beschreibt eine Parabel. 

158. Der Mädhensatz hei der Planetenbewegwng. — Der 
Radiusvektor r, welcher das Zentrum mit dem Planeten ver- 
bindet, beschreibe im Zeitelement dt die Flache dg> und 
komme dabei in die neue Lage r + dv, dann ist die beschrie- 
bene Fläche 

2dip=Y dTj 

woraus 

c.d<p dr 

^~dt -^ ~dV 

folglich 

o^'y d^r dr dr 

Hier sieht man zunächst, daß der zweite Summand auf der 
rechten Seite verschwindet, weil das äußere Produkt zweier 
gleicher Vektoren Null ist. Aber auch der erste Summand 

muß verschwinden. Der Faktor ^ ist die Beschleunigung 

des Planeten, also der Gravitation proportional, und diese ist 
nach dem Zentrum gerichtet. Da nun der Radiusvektor r das 
Zentrum mit dem Planeten verbindet, haben die Faktoren des 
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äußeren Produktes r ^tt^ gleiche Richtung^ daher ist dieses 

Produkt gleich Null. Folglich ergibt sich -Ä = 0, d. h. -^ 

gleich einer konstanten Fläche^ und das ist das erste Kepler - 
sehe Gesetz. 

159. 'Gher die ZtoeScörperbewegtmg» — Zwei Massenpunkte 
P, P' bewegen sich frei mit gegebenen Anfangsgeschwindig- 
keiten, allein ihrer gegenseitigen Anziehung oder Abstoßung 
unterworfen. Ihre Massen seien m, m', und die Kraft ^ womit 
sie aufeinander wirken^ werde durch den Vektor k dargestellt. 
Alsdann lauten die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung 
in yektorieller Form 

d*P , ,d*P' , 

woraus durch Addition 

d^P , fd^P' ^ 

und durch Integration 

^d^ + ^V^-^ 

folgt, d. h. die Resultante der Momentankrafte bleibt nach 
Ghröße und Richtung konstant. 
Wird noch 

mP + m'P^ = (m + w')Po 

gesetzt, wo P^ den Massenmittelpunkt bedeutet, so folgt 

('« + «»')^ = c, 

d. h. der Massenmittelpunkt bewegt sich geradlinig mit konstanter 
Geschwindigkeit. 

Multipliziere ich weiter die Ausgangsgleichungen mit P 
bzw. P' äußerlich*, so wird 



m 



[P^^ + rn'[P'^] = \_P\-\-[F'\-\ = [F-P' k]. 
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Hier yenchwindet die rechte Seite, denn in dem äußeren Pro- 
dukt [P-P' k] Allen die Bichtimgen der Vektoren P — P' 
und k zQsammen. Ans der Gleiehong 

folgt dann durch Integration, da 

3iL dt j'^l^ dt^J ■♦■ Idt dtj ^ ^ dt' 



oder, wenn E einen beliebigen festen Pnnkt bedeutet: 

»[(P - E) '-!f^] + »'[(P. - E) ^J^p^] - r, 

d. h. das resultierende Paar der Momentankrafte bleibt während 
der Bewegung nach Gh*öße und Richtung konstant. Dieses 
Resultat mit dem oben gewonnenen zusammenfassend, kann 
man sagen: Es bleibt während der Bewegung die StoBschraube 
nach Gh'öBe und Richtung konstant. 

Aus der vorletzten Gleichung lassen sich noch weitere Schlüsse 
ziehen. Auf der linken Seite steht die Summe zweier gebundener 

Vektoren, und zwar bedeutet P-rr die Tangente der Bahn 

im Punkte P und P' -jr- die entsprechende Tangente in P\ 

Die Eonstante S auf der rechten Seite bedeutet daher eine 
allgemeine Größe zweiter Stufe, eine Schraube. 

Jetzt multipliziere ich diese Gleichung einmal mit einem 
beliebigen Punkt X, das andere Mal mit einer beliebigen 
Ebene §, so folgt 

Die erste dieser beiden Gleichungen stellt eine yektorielle Be- 
ziehung zwischen drei Ebenen dar, sagt also aus, daß sich die 
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Die kinematische Bedeutung des Vektors n ergibt sich 
aus folgender Überlegung. Diejenigen Punkte des Ej'eisels, 
welche im Zeitelement di dem Vektor u angehören^ haben 
auf Grund der obigen Gleichung die Geschwindigkeit Null^ 
alle anderen Punkte bewegen sich mit Geschwindigkeiten, deren 
Vektor auf der Ebene des Biyektors in senkrecht steht, d. h. 
der Kreisel bewegt sich so, wie wenn er um die Achse u 
rotierte. Der Vektor u ist daher als der momentane oder in- 
stcmtane Drehvektor anzusprechen. Und der Inhalt der obigen 
Gleichung lautet: Die resultierende Geschwindigkeit eines Kreisel- 
punktes wird durch einen Vektor dargestellt, der auf dem 
Dreh- und dem Impulsvektor senkrecht steht und so gerichtet 
ist; daß der letztere in den ersteren auf dem kürzesten Wege 
durch eine positiye Drehung übergeführt wird, daß also die drei 
Vektoren ein „Rechtssystem^^ bilden. Die Grröße der Geschwindig- 
keit wird durch den Inhalt des aus Impuls- und Drehvektor ge- 
bildeten Parallelogramms^ der gleich iu sin (i, u) ist, gemessen. 

Um die skalare Form der Eulerschen Gleichungen zu 
gewinnen, nenne ich zunächst, in Anlehnung an die in der 
Mechanik übliche Bezeichnung, Z, M, N die Impulskoordi- 
naten, bezogen auf das im Kreisel feste System, und p, q, r 
die Rotationskomponenten in demselben System. Alsdann 
ergibt sich aus der obigen Differentialgleichung: 

^- = rM-qN, ^=,pN-rL, ^^qL-pM. 

Lasse ich nun das mit dem Kreisel verbundene System mit 
dem HaupttnLgheitskreuz zusammenfallen und benutze die 
Relationen, welche alsdann zwischen den Impulskomponenten 
und den Komponenten der Rotation bestehen, nämlich 

so erhalte ich die Differentialgleichungen 

Ä^^ = {B-C)qr, B^^iG-Ä)rp, C^ = iÄ-B)pq, 

und das sind die Eulerschen Gleichungen des kräfte&eien 
Kreisels in ihrer gewöhnlichen Form. 
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Dieselben sagen; rein kinetisch betraclitet; niclits anderes 
ans, als daß bei der kraftefreien Drehnng eines starren Körpers 
um einen festen Punkt der Impolsvektor im Baume konstant 
bleibt. 

Der in den Eulerscben Gleichungen auftretende Vektor 
I iu hat, worauf die Herren Klein und Sommerfeld in 
ihrer Kreiseltheorie hingewiesen haben, noch eine kinetische 
Bedeutung. Er stellt nämlich den von den ZentrifugcdJcräften 
herrührenden wnendlich Meinen Drehstoß dar. 

Treten jetzt äußere Kräfte hinzu, so lassen sich diese zu 
einer einzigen Drehkrafb k mit Bezug auf den festen Pnnkt 
zusammensetzen, so daß ,. 

dt *^ 

wird. Und die Eulerschen Gleichungen nehmen alsdann die 
alliremeinere Form an ,, 

Sie bringen in yektorieller Form die Tatsache zum Ausdruck, 
daß die Anderungsgeschwindigkeit des Impulsvektors im Baume 
gleich der yon den äußeren Kjilften herrührenden Drehkraft ist. 

161. Die Impulsgleichmigen des starren Körpers. — Auf 
die Massenpunkte des starren Körpers mögen die äußeren 
Kräfte k^, kg, . . . wirken und ihnen die Beschleunigungen 

-ir^9 -j^7 • • • erteilen. Diesen Beschleunigungen entsprechen 

die Trägheitskräfte — m^ -^9 — m,^ -^9 • • -f welche ebenfalls an 

den Massenpunkten angreifen. Nach dem d'Alembertschen 
Prinzip müssen die äußeren Kräfte den Trägheitskräften das 
Gleichgewicht halten. Das ist, gemäß dem Prinzip der vir- 
tuellen Arbeit, der Fall, wenn die Arbeit, welche die Kräfte 

kl — Wj -^; kg — mg -^^ • • • bei jeder kinematisch möglichen 

Bewegung leisten, verschwindet. Es muß also das skalare 
Produkt , 

sein. Nun ist nach der kinematischen Grun^leichung in Nr. 156 
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v.= To+|ur.-, 



daher mnß 

fOx beliebige Werte der Translations- und Botationsgeschwindig- 
keiten yerscbwiiideii. Dieser Forderung wird nur dann genügt, 

erstens wenn 2 (k,- — Wj -^ j = oder 

d. K, wenn die Anderongsgeschwindigkeit des Impolsvektors 
gleich der resultierenden Stoßkraft ist, und zweitens wenn das 

äußere Produkt 271 (k, — w^-^j n rJ verschwindet. Das 

letztere laßt sich schreiben in der Form U 2 r,- (k< — m,- -r^) |- 

r / ^▼M 

Daher muß 2 1 r^ ^k,- — nii -^)\ = oder 



Z[rX]=^2mi[Ti-^] 



[ärri d rilr. -i 

^^ ~dt\ ~ dt t^*^*] "" ["SF^M 

und daß die Geschwindigkeit-^ gleich der DifiPerenz T, — Y^ 
ist, so ergibt sich die zweite Bedingung in der Form 

Man bezeichnet nun den Vektor SmiJi als 8chid)eimpuls oder 
kurz als Impds und die Er^nzung des Biyektors [r^ m^T«] 
als Drehimpuls f die Summe beider als Impulssciwa/ube und die 
beiden Gleichungen 

als die Impulsglekhmgen des starren Körpers. 
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wo c die Lichtgescliwiiidigkeit bedeutet. Derselbe bestimmt 
die Energie wandermig in dem elektromagnetischen Felde: Die 
Richtung dieser Energiewanderung steht senkrecht zur elek- 
trischen und magnetischen Kraft; in dem Sinne^ daß die drei 
Vektoren ®; (B, ^ ein Bechtssystem bilden; und die Energie- 
menge^ welche durch jede Macheneinheit einer zur Wanderungs- 
richtung senkrecht gelegten Ebene in einer Sekunde geht, ist 
gleich dem Flächeninhalt des Parallelogramms mit den Seiten 

a und §, multipliziert mit dem Faktor 7 — 

Definiere ich endlich mit Abraham das über den un- 
endlichen Baum erstreckte Integral 



= m* 



© = ^ i / / @ dv 

als den Impuls des Elektrons, 

als den Drehimpuls, bezogen auf den Mittelpunkt des Elek- 
trons, nnd setzt sich die äußere Stofischraube ans der 
Schiebekrafl; ft und der Drehkraft ® zusammen, so liefern die 
dynamischen Grundgleichungen der vorstehenden Nummer die 
Impulsgleichungen des Elektrons: 

"dt"-*' 

Formal stimmen also die Bewegungsgleichungen des Elektrons 
durchaus mit denjenigen eines starren Körpers in einer idealen 
Flüssigkeit überein. 

Dennoch ist das elektrodynamische Problem weit kom- 
plizierter als dasjenige der Mechanik. Wahrend nämlich hier 
die Komponenten yon Impuls und Drehimpuls mit der je- 
weiligen Translations- bzw. Botationsgeschwindigkeit linear 
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znsammeiiliängen; sind der elektromagnetisclie Impuls und 
Dreliimpnls durcliaus keine linearen Funktionen der momentanen 
Oescliwindigkeit. Vielmehr; da sie durch Integrale über das 
ganze Feld definiert sind^ hängen sie von der Bewegung ab^ 
die das Elektron von Anbeginn an bis zum gegenwärtigen 
Zeitpunkt ausgeführt hat. Nur in dem speziellen Fall der 
quasistationären Bewegimg, wie bei langsamen Kathodenstrahlen, 
nehmen die in Bede stehenden Relationen lineare Form an, 

163. Polare und axiale Vektoren und Bivektoren, — Ich 
nehme den in der yorigen Nummer gemachten Exkurs in die 
Elektrizitätslehre zum Anlaß; um von einem Einteilungsprinzip 
bei den Vektoren zu sprechen, welches Maxwell in die 
physikalische Richtung der Vektoranalysis eingeführt hat, und 
welches mit der Unterscheidung zwischen Vektor und Bivektor 
in der Graßmannschen Richtung der Vektoranalysis eng zu- 
sammenhängt. Maxwell unterscheidet nämlich zwischen trans- 
latorischen und rotatorischen oder wie man neuerdings, nach 
W.Voigt, sagt, zwischen polaren und axialen Vektoren. Auf 
diesen Unterschied kommt man, wenn man — was bisher 
allerdings nicht geschehen ist — Inversionen des Koordinaten- 
systems in Betracht zieht. 

Geht man vom Vektor als Differenz zweier Punkte aus 
und führt den Bivektor als äußeres Produkt zweier solcher 
Vektoren ein, so kann man nach der VeiiLnderung fragen, 
welche Vektor und Bivektor erleiden, wenn das Rechtssystem 
durch das I^inkssystem ersetzt wird. Es zeigt sich, daß der 
Vektor bei Inversion das Vorzeichen wechselt, während der 
Bivektor und folglich auch seine Er^nzung das Vorzeichen 
bewahren. Der Vektor a, definiert als Differenz zweier Punkte, 
hat polaren Charakter, seine Ergänzung liefert einen polaren 
Bivektor; der Bivektor [1)C], definiert als äußeres Produkt 
zweier solcher Vektoren, hat axialen Charakter, und seine 
Ergänzung | [b c] liefert einen axialen Vektor. Daraus folgt, 
daß das äußere Produkt aus einem polaren und einem axialen 
Vektor, [a | bc], zu einem polaren Bivektor und seine Er- 
gänzung zu einem polaren Vektor führt, daß dagegen das äußere 
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Produkt aus zwei axialen Vektoren, [| a d | b c] » | [a d he], 
einen axialen Bivektor und seine Ergänzung einen axialen 
Vektor liefert Will ich also über die Natur eines geometrischen 
oder dynamischen oder physikalischen Vektors etwas aussage 
so habe ich seine Entstehung bzw. seine Definition zu beachten. 
In diesem Sinne ist der gebundene Vektor als Verbindung 
zweier Punkte polar, als Schnitt zweier Ebenen axial Kraft 
bzw. Eraftepaar der Statik und entsprechend Schiebung bzw. 
Drehung der Kinematik besitzen polaren bzw. axialen Charakter; 
da in der Elektrizitatslehre der elektrische Vektor als polarer, 
der magnetische Vektor als axialer Vektor angesprochen wird, 
so ist der Poyntingsche Vektor polarer Natur. 
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Differentialoperator und Tensor mit Anwendungen 
auf die Meclianik des deformierbaren Körpers. 

164. Definition von Omi, Divergenz und Gradient, — Für 
die mathematische Physik sind eine Beihe von Differentialformen 
von besonderer Wichtigkeit, die sich ans einem Vektor oder 
Skalar dnrch äußere oder innere Multiplikation mit einem 
yektoriellen oder skalaren Differentialoperator herleiten lassen. 

Ich will zunächst die beiden wichtigsten Vektoren 
definieren, welche aus einem Vektor entspringen, wenn der- 
selbe äußerlich oder innerlich mit einem vdctoridlen Differential' 
Operator multipliziert wird. 

Der Feldvektor 

sei eine Funktion der Variabein rr, y, z, dann folgt 

dx dx ^"^ dx ^"^ dx * 

Multipliziere ich diese Gleichungen nacheinander äußerlich mit 
e^ bzw. Og, 03, so ergibt sich durch Addition 

und das ist ein Bivektor, dessen Ergänzung nach Maxwell 
als Cwrl des Vektors a bezeichnet wird: 

-i-(^-^)«.+(fe-l5)«.+(l5-^)v 

Jahnke, Vorlesungen ttber die Vektorenreohnung. 15 
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Die Gurloperation läßt sich als die Ergänzung einer äußeren 
Multiplikation des Vektors a mit dem von Hamilton ein- 
geföhrten veJctorieUen Operator (sprich nabla) 

V=e. i + ea^ + e« 



auffiMsen^ also 

curla = |[Va]. 

Nehme ich statt des einfachen Vektors a den Bivektor | a, so 
tritt an die Stelle des Nabla- Operators seine Ergänzung und 
es wird, wegen | [| V | a] = [Va] 

curl I a = [Va] == | curl a, 

d. h. der Curl zu der Ergänzung eines Vektors ist gleich der 
Ergänzung zu dem Curl des Vektors. 

Multipliziere ich andrerseits die Gleichungen des obigen 
öleichungstripels nacheinander innerlich mit 6^ bzw. 62, O3, so 
erhalte ich nach Addition 

®i 1 ä5 • ®2 I ay ^ ®3 ' ä7 ~ aa: ^ ay ^ dz' 

und das ist ein Skalar, der nach W. K. Clifford die Divergenz 
des Vektors a genannt wird, also 

ox oy dz 

Die Divergenzoperation läßt sich als eine innere Multiplikation 
des Vektors a mit dem vektoridlen Operator V auffassen: 

div a = [V I a]. 

Nehme ich statt des Vektors a seine Ergänzung, so ist der 
Nabla -Operator wieder durch seine Ergänzung zu ersetzen, und 

es wird 

div I a = [| V II a] = I [V I a] == div a, 

d. h. die Divergenz zu der Ergänzung eines Vektors ist gleich 
der Divergenz des Vektors selber. 

Während also die Divergenzoperation den Vektor und 
Bivektor in Skalare verwandelt, läßt die Curloperation aus 
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dem Vektor und dem Bivektor wieder einen Vektor bzw. Bi- 
yektor entspringen, und zwar ist der Curl eines polaren 
(axialen) Vektors bzw. Bivektors offenbar axial (polar). Der 
Nabla- Operator ist stets polar. 

Aus der Reihe anderer Differentialformen^ die in der 
mathematischen Physik Verwendung finden^ begnüge ich mich, 
noch eine herauszugreifen. 

Multipliziere ich den vektoriellen Operator V mit einem 
Skalar a^ so erhalte ich 

«-. da . da , da 

und das ist ein Vektor^ der^ negativ genommen^ als Gradimt 
oder Gefalle des Skalars a bezeichnet wird, also 

grad a = — Va. 

Hierdurch wird jedem Skalarfeld ein Vektorfeld zugeordnet. 
Das Quadrat des numerischen Wertes dieses Vektors wird 

durch die Summe (^ j + l^^ + (^j angegeben^ welche be- 
kanntlich nichts anderes als der Lamesche Differentialparameter 
erster Ordnung ist. 

165. Deutung des Curls in der Kinematik des starren 
Körpers. — Ich gehe aus von der kinematischen Grrund- 
gleichung des starren Körpers in Nr. 156: 

V =. Vo + I nr 

und erinnere daran^ daß der Translationsvektor Y^ und der 

Drehvektor u für alle Punkte des Körpers konstant sind. Nehme 

ich jetzt auf beiden Seiten den Gurl^ so erhalte ich wegen 

curl Vft= 0: , , , 

" curl V = curl | ur. 

Um die rechte Seite auszuwerten^ setze ich an 

T=^xe^+y% + ze^, n ^^je^ + q% + reg, 
so daß 

I ur = izci — yr) e^ + {xr — zp) e^ + {yp — xq) % 
wird; demnach 
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= 2p Ol + 2« 63 + 2r es = 2u, 

d. h. der halbe Curl der Weggeschwindigkeit des starren Körpers 
ist nichts anderes als seine Drehgeschwindigkeit. 

166. Deutung des Curls in der Kinematik des deformier- 
baren Körpers, — Beschränke ich die Betrachtong auf un- 
endlich kleine Formänderungen, dann kann ich die Zustands- 
ändenmg eines elastischen Körpers als eine Snperposition ron 
Translation, Rotation und Dilatation auffassen. Führe ich 
nun den Verschiebungsvektor ue^ + ve2 + w% ein, so haben 
insbesondere die Komponenten der unendUch kleinen Botation 

eines Volumelementes die Werte — l-J^ — -x^)> — (^ — ^—]f 

i gl ^ 1^), und diese sind, doppelt genommen, nichts anderes 

als die Komponenten des Curls von u, so daß ich sagen kann: 
der halbe Curl des Verschiebungsvektors eines deformierbaren 
Körpers gibt seine Drehgeschwindigkeit. 

Deute ich den Vektor we^ + «?©2 + ^^s *^s d®^ Geschwindig- 
keitsvektor einer Flüssigkeitsströmung, so liefert der halbe 
Curl desselben ein Maß für die Wirbel- oder Quirlintensität. 

Dies ist der Gh*und, weshalb Maxwell das eine Mal die 
Bezeichnung rot a (sprich rotation a), das andere Mal curl a 
in Vorschlag gebracht hat. 

167. Das quettenfrek und da^ mrbdfreie Feld. — Ver- 
schwindet der Curl eines Feldvektors a, so müssen seine Kom- 
ponenten die Bedingungen erfüllen: 

£^ _ ?^ — n ^ _ ^ — n ^ ^ n 

dy dg " ^' dz dx ^^' dx^ dy^ ^' 

alsdann lassen sich die Komponenten a^, a^, a^ als Ableitungen 
einer und derselben Funktion q), der skalaren Potentialfanktion, 
auffassen. Ein Vektorfeld, das ein skalares Potential besitzt, 
heißt potentiell oder wirhdfrei. 
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Yerscliwiiidet die Divergenz eines Feldvektors a^ so lassen 
sich seine Komponenten auf die Form bringen 

1 dy dz ' ^'^ ^if ^a; ' ^'^ ^a; ^y ' 
wo 

5P = 9^1 ®1 + 9^2 ®2 + 9^3 ®8 

das Yektorpotential des Vektorfeldes bedeutet. Man nennt 
ein solches Feld sölenoidal oder queUenfrei. 

Endlich; verschwindet der Ghradient eines Skalars a, so ist 

^ = — = ^^=0 

dx ' dy ^ Wz ' 

und man sagt^ das Skalarfeld sei ohne Gefälle. 

Läßt sich nun ein Vektorfeld a als Gradient eines Skalars tp 

ansehen^ 

a =. grad y, 

80 ist das Vektorfeld wirbelfrei^ denn bilde ich 

curl a = curl grad (p^ 
so erhalte ich 

d. h. curl a verschwindet in diesem Fall^ also 

curl grad y = 0. 

Nehme ich noch die Divergenz dieses Feldvektors^ so wird 

div grad ^p = — Ay, 

wo A den wohlbekannten Lameschen Differentialparameter 
zweiter Ordnung j^ + -^ + -^ bedeutet 

Dagegen^ läßt sich ein Vektorfeld a als Curl eines anderen 

darstellen^ 

a = curl fpy 

80 ist dasselbe quellenfrei , denn bilde ich div a =» div curl ipy 
so erhalte ich 
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dydx dzdx dzdy dxdy dxdz dy dz' 
d. h. div a verschwindet in diesem Fall, also 

div curl jp = 0. 

168. Übungen. — 1) Zu beweisen, daß 

div r = 3, curl r = 0, 
div (ma) = m div a — [a | grad m], 
div [a b] = [b I curl a] — [a | curl b], 
curl(ma)= m curl a — | [grad m a]. 

2) Der Gaußsclie Satz spricht die Transformation eines 
Baumintegrals in ein Oberflächenintegral aus. In der Sprache 
der gewöhnlichen Analysis lautet er: 

J{t^ + Ij + ~d'z) ^^ = "J (^1 ^^^ (^' ^) + (h cos (w, y) 

+ «3 cos («, ;?)) ds, 

WO dv ein Element des begrenzten Baumes v, ds ein Element 
seiner Oberfläche und n die nach innen gerichtete Normale 
dieser Oberfläche bedeuten. Fasse ich hier a^, Os, ag als die 
Komponenten des Vektors @ auf, dessen nach der Bichtung n 
gemessene Komponente @„ genannt werde, dann nimmt der 
Satz die einfache Gestalt an 

J'div ® dt; = — /©n ds. 

3) Bezeichnen X, J", Z] L, Jf , N die Komponenten des 
vom Elektron erregten elektrischen bzw. magnetischen Feldes, 
^i; ^2; ^8 ^^^ Geschwindigkeitskomponenten für die Punkte 
des Elektrons, dann lauten die Lorentzschen Feldgleichungen 
in Koordinatenform wie folgt 
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c dt ^ dy dz c ^^^ c TT Jy ~SJ' 

idT dL BN 4:^Q ^ IdM dX dZ 



c 



dt dz dx c ^^ c dt dz dx 



^^Z ^dM__dL^_li(^ 1 dN ^dT dX 

c *F^ dx dy" c ^' c dt dx dy 

dX dY dZ _. dL dM dN__^ 

J^'^J^'^ dz~ ^^^' Ti'^'d^'^ dz"^' 

wo Q die räumliclie Dichte der Elektrizität bedeutet. In der 
Yektorspraclie ziehen sich diese Gleichungen zusammen zu der 
Form: 

--g^ = curl# ^t, --^ = curl«, 

div ® = ^Äp, div § = 0. 

Für den freien Äther sowie für Dielektrika ist (> =» zu setzen. 
In diesem Falle^ wo sich also in dem betrachteten Raum keine 
elektrischen Ladungen vorfinden, ist das elektromagnetische 
Vektorfeld quellenfrei; und die Gleichungen nehmen die Max- 
well-Hertzsche Form an. 

4) Die Bewegungsgleichungen elastischer Körper haben 
die klassische Form 



d». ^ 3x. 3^, ^^. 

wo X, T, Z die Komponenten der auf ein Yolnmenelement des 
Körpers wirkenden äußeren Kraft, bezogen auf die Masseneinheit, 
Xx, Xj,, Xj, Yx, ■ ■ ■ die Komponenten der Drucke^ welche 
auf die FUlchenelemente eines Yolumenelementes ausgeübt 
werden, bezogen auf die FUlcheneinheit, und n die Dichtigkeit 
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dieses Elementes bezeiclmen. um diese Gleichmigen vektoriell 
zu kondensieren, multipliziere icli sie mit e^, e,, e, nnd führe 
den Geschwindigkeitsvektor 

H = öl e^ + Ö2 Og + ÖS «s; 
den Vektor der äußeren Kraft; bezogen auf die Masseneinheit, 

und die Vektoren der resultierenden Spannungen, bezogen auf 
die Flächeneinheit, 

jPi = Z^ei+ r,e, + Z^e3, 

!P3=X, 61+7,62+^,63 

ein, dann zieht sich das Gleichungssystem in die eine Gleichung 
zusammen: 

welche zum unmittelbaren Ausdruck bringt, daß an jeder 
Stelle des Körpers fiir ein Volumenelement mit den Kanten 
®i; %7 % d^® Summe sämtlicher einwirkenden Kräfte ver- 
schwinden muß (vgl. V. Fischer, Joum. £ d. reine u. angew. 
Math. 126, 233—239). 

169. Algebraische Multiplikation. — Die bisherigen Ent- 
wickelungen stehen im Zeichen der äußeren und inneren 
Multiplikation, und diese beiden Produktarten genügen, um 
die Bewegung des starren Körpers zu beherrschen. Die 
Mechanik der deformierbaren Körper verlangt die Einführung 
einer dritten Multiplikationsart, und das ist die algebraische 
Multiplikation extensiver Größen, 

Zwei extensive Größen heißen algebraisch multipliziert^ 

wenn für die Einheiten j aus denen sie abgeleitet sind, das 

kommutative Gesetz 

ö« ö* = ©* ©•• 

fü/r beliebige Werte der Indizes besteht 
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Ich will zum Schlüsse meiner Vorlesungen noch hierauf 
kurz eingehen^ beschränke aber die Betrachtung auf die 
algebraische Multiplikation freier Vektoren. 

Ich bezeichne das algebraische Produkt der beiden Vektoren 
A; b durch 9,'h, also unter Zuhilfenahme eines zwischen a und b 
gesetzten Punktes, so daß nunmehr zwischen dem äußeren 
Produkt [al)] = al), dem inneren Produkt [a|l)] = a|l) und 
dem algebraischen Produkt a«I) zu unterscheiden ist. 

Nehme ich jetzt die beiden Vektoren in der Darstellung 

SL^a^e^ + a^e^ + a^e^ 

l> = 61 ©1 + 62^2 + ^3 ^3? 
so folgt durch algebraische Multiplikation 

a-1) = «1 61 61* + a^ 62 ©2* + % h ©8* + (<h h + «3 ^2) ©2 • ©3 
+ (fls h + ö^i ^3) ©3- ©1 + K h + <h ^) ©r ©2; 
und hier sind die Produkte der Einheiten e^, 62 , %j nämlich 

als sechs neue, linear voneinander unabhängige Einheiten auf- 
zufassen. Demnach hängt das algebraische Produkt zweier 
freier Vektoren von sechs Koordinaten ab, ebenso wie das 
äußere Produkt zweier Punkte oder der gebundene Vektor. 
Während aber zwischen den sechs Koordinaten des letzteren 
die bekannte Linienkoordinatenidentität besteht, sind die sechs 
Koordinaten des algebraischen Produktes voneinander un- 
abhängig. 

170. Tensor. — Ich nenne das Produkt a-b nach dem 
Vorgange von J.W. Gibbs und W.Voigt einen Tensor^) und 
die skalaren Größen 

«161, 0^62; 0^363, \{(hh + ^My iK^^i + ^i&s); iK&2 + ö^2^) 
die Tensorkoordinaien oder Temorhymponenten. 

1) Der Name „Tensor" wird von Hamilton in abweichender Be- 
dentong gebraucht , nämlich nm die Länge des Vektors a zn bezeichnen. 
Statt dessen habe ich von dem „numerischen Wert" oder auch Betrag 
des Vektors a gesprochen. 

Jahnke, Vorlesongen über die Vektorenrechnung. X5* 
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Der Tensor läßt sich als ein Vektor im Baume yon sechs 
Dimensionen auffassen. Will ich diese Auffossung auch in der 
Schreibweise zum Ausdruck bringen, dann kann ich das System 
der Einheiten 61*, e^*, 63*, 2 ©2*^3^ ^ ©8*61, 2 6i'©2 durch 
Bi, €2; ^s; ^4' ^51 ^6 ersetzen und diese Einheiten üialogen 
Bedingungen unterwerfen, wie sie von den Einheiten im B^ 
erfüllt werden: 

[Bi\ei] = l, [6,. 8t] = (♦, Ä; = 0, l,...6, i'^k). 

Der Tensor hat dann die folgende Darstellung 

171. Deutung des Tensors in der Kinematik der Kontinua. — 
Ich betrachte die Zustandsänderung eines elastischen Körpers 
im Zeitelement. Da die Bewegung des Körpers ab eines 
starren keine elastischen Ej^e hervorruft, will ich von der 
Translation und Botation absehen und mich auf die homogene 
Deformation beschränken. Diese ist durch sechs, voniBinander 
unabhängige Größen, die Dehnungen und Gleitungen, be- 
stimmt, welche unter der Voraussetzung, daß die Formänderung 
und Botation unendlich klein sei, die Werte annehmen 



du 


dv , dw 

y'-^'y" dz-^dy' 


dv 
yy-dy> 


dw , du 

^' '''^dx + dz' 


dw 

^''~ dz' 


du , dv 

^y-y^-dy^dx' 



Ich kann daher den Tensor als die homogene Deformation des 
elastischen Körpers deuten. Und in dem Fall, wo die 
Dehnungen und Gleitungen obige Werte annehmen, läßt 
sich der Tensor als algebraisches Produkt des Yerschiebungs- 
Vektors und des Nabla- Operators: 

auffassen. Und umgekehrt stellt jedes solches algebraisches 
Produkt den Deformationstensor bei einer unendlich kleinen 
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Formänderung des elastisclien Körpers dar, die mit einer un- 
endlicli kleinen Rotation verbunden ist (vgl. W. Voigt, Göttinger 
Nadiricliten 1904, 495-513). 

172. Die lineare VeJciorfunktion. — Tensoren treten nicht 
bloß in der Elastizitatslehre auf, sie spielen überall da in 
der mathematischen Physik eine Bolle, wo lineare Beziehungen 
zwischen Vektorfeldern, d. h. lineare Vektorfunktionen auftreten. 

Der Vektor b = 6^ e^ + ftg 62 + 63 ©3 heißt eine Unea/re 

VektorfunJction des Vektors a = «161 + «2 ^a + ^s^s? ^^^^^ 
zwischen ihren Komponenten lineare Beziehungen bestehen 

der Form 

h = 0^1 «1 + &12 «2 + *is %; 

62 = hl ^1 + &22 ^2 + ^28 ^; 

63 = 631 ai + 632 a^ + 633 Og. 

Ist nun bik = ha, so läßt sich das Koeffizientensystem der 
linearen Vektorfnnktion als Komponenten eines Tensors ansehen, 
und ganz allgemein gilt der Stokessche Satz, den ich mich be- 
gnüge hier anzuführen, daß sich jede lineare Vektorfunktion 
als Summe eines Tensors und eines Vektors darstellen läßt. 

Um auch auf eine Verwendung von Tensor und linearer 
Vektorfunktion im Gebiete der Elektrizitätslehre hinzuweisen, 
sei bemerkt, daß, wie Abraham gefunden, die Beziehung 
zwischen Kraft und Beschleunigung in der Dynamik des 
Elektrons durch eine lineare Vektorfunktion dargestellt werden 
kann, sowie daß die elektromagnetische Masse, das Koeffizienten- 
system dieser linearen Vektorfunktion, ein Tensor von rota- 
torischer Symmetrie ist, dessen Symmetrieachse durch die 
Bewegungsrichtung des Elektrons bestimmt ist. 



Dmck von B. G. Teubner in Dresden. 



